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Resumo: Neste material, sdo propostos diversos
problemas (dos mais variados niveis e técnicas
de resolucdo), que fazem parte do universo das
Equacoes Diofantinas: equagoes cujas solugoes
de interesse, quando existirem, sd@o niimeros in-
teiros. O fato de ndo existir um algoritmo que re-
solva qualquer equacdo Diofantincﬂ torna, de
fato, o estudo destas bastante divertido! :)

%Esse foi um dos problemas mais famosos da
lista de Hilbert (o 10°), cuja solucao completa foi
obtida em 1970, apés contribuicdes de diversos
matematicos (Davis, Putnam, Robinson, dentre
outros), e hoje é conhecido como Teorema de Ma-
tiyasevich.

1. INTRODUGAO E ALGUMAS DICAS

Diofanto, o “pai da dlgebra”, é famoso pelo seu li-
vro Aritmética, um trabalho sobre teoria dos nu-
meros que envolve a solucdo de algumas equa-
¢Oes algébricas. No entanto, poucos fatos sdao
conhecidos da sua vida e existem varias discus-
soes a cerca da época em que ele viveu. Grande
parte dos historiadores acreditam que Diofanto
realizou seus trabalhos por volta de 250 AC. Esse
matemadtico foi o primeiro algebrista a empre-
gar simbolos, chamados de aritmos, para de-
signar alguma quantidade desconhecida, e tam-
bém simbolos para operacdes algébricas e po-
téncias. Aritmética também é importante por
seus resultados em teoria dos niimeros, como
por exemplo que nenhum inteiro da forma 87z +

7 pode ser escrito como a soma de trés qua-
drados. Acredita-se que no original, Aritmética
era uma coletinea de 13 livros, mas os manus-
critos gregos que sobreviveram continham ape-
nas 6 destes livros. Os outros sdo considera-
dos perdidos, e possivelmente foram queimados
no grande incéndio ocorrido em Alexandria, ndao
muito tempo apds Diofanto concluir a coleta-
nea.

Pelos estudos pioneiros de Diofanto,
denomina-se por Equacdo Diofantina uma
equacdo da forma

(]-) f(XI,XZ,...,xn):O,

onde f é uma funcao de n varidveis, e xi,..., X,
assumem apenas valores inteiros. Definitiva-
mente, o exemplo mais conhecido desse tipo
de equacdo é o agora denominado teorema de
Fermat-Wiles, que afirma que nao existem intei-
ros positivos x, y,z e n, com n > 2, satisfazendo
x"+ y" = z". Esse teorema surgiu da famosa
anotacao feita por Pierre de Fermat, em 1637, na
margem de uma coépia do livro Aritmética, que
estabelecia o resultado e continha a célebre afir-
macado: “Encontrei uma demonstracdo verda-
deiramente maravilhosa disto, mas esta margem
é estreita demais para conté-la.” Apesar da afir-
macdo de Fermat, sua demonstracdo “maravi-
lhosa” nao foi encontrada. Entdo, inimeros ma-
tematicos foram tentados a demonstrar a con-
jectura, o que aconteceu apenas 358 anos depois
com a prova de Andrew Wiles.
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Quando temos uma equacdo Diofantina, é
necessario respondermos trés perguntas:
e A equacdo possui solucao?
e Caso possua solucao, a quantidade de
solucdes é finita ou infinita?
» Caso possua solucao, determinar todas.

Na lista de problemas que temos a seguir, se-
rao abordadas técnicas cldssicas e problemas de
olimpiadas de vérios paises. Dentre as ideias e
estratégias mais bdsicas, temos:

(i) Simplificar a expressao e fatorar;
(ii) Analisar (modm), para algum m esperto;
(iii) Usar propriedades de mdc (dentre outros),
para reduzir a equacao a casos mais restri-
tos;
(iv) Usar a Descida Infinita de Fermat;

(v) Sempre que possivel, use estimativas para
restringir os valores de uma ou mais varié-
veis;

(vi) Faca alguns casos particulares para ter uma
ideia de como as solucdes se comportam;

2. WARM-UP

Problema 2.1. Sejam p e ¢ nimeros primos dis-
tintos. Encontre a quantidade de pares de intei-
ros positivos (x, y), que satisfazem a equacgao
X9,
p Yy
Problema 2.2. (Roménia) Determine todos os
trios de inteiros positivos (x, y,z) que sdo solu-
¢oes da equacao

(x+y)2+3x+y+ 1=2%
Problema 2.3. (Irlanda) Ache todos os pares de
inteiros (x, y) tais que

1+1996x+ 1998y = xy.

Problema 2.4. Encontre todos os pares de intei-
ros positivos (x, y) que satisfazem a equacao

3*-2V=7

Problema 2.5. (USAMO) Determine todas as so-
lucdes da equacao

X§+ X + -+ x], = 1599,
onde x1, X2,..., X14 $30 inteiros ndo-negativos.
Problema 2.6. Mostre que a equagao
dxy—x—-y= 2z
nao possui solucao para x, y, z inteiros positivos.

Problema 2.7. Encontre todos os inteiros x, y, z
que satisfazem

x2+y2+z2—2xy:0.

Problema 2.8. Mostre que, para cada ntimero
primo p, a equacao

2P +3P = g"

nao possui solucgdo inteira (g, n), onde g, n > 1.

3. PROBLEMAS PROPOSTOS

Problema 3.1. Prove que a equacéo 2" +1 = g3
nao admite solugdes (n, g) em inteiros positivos.

Problema 3.2. Encontre todos os triangulos re-
tangulos de lados inteiros que possuem a area
igual ao seu perimetro

Problema 3.3. (URSS) Encontre todas as solu-
¢oes inteiras do sistema

Il
w

Xz—2yt

Il
—

Xt+yz

Problema 3.4. Ache todas as solucdes inteiras
da equacdo x(y + 1) = 243y.

Problema 3.5. (OBM) Mostre que nao existem
dois inteiros a e b tais que (a+b) (a®+Db?) =2001.

Problema 3.6. (Eslovénia) Ache todas as solu-
¢Oes inteiras positivas da equacao

m?>-3m+1=n*+n-1.



Problema 3.7. (IMO) Ache todas as solugdes in-
teiras da equacao

1+2x+22x+1 — y2
Problema 3.8. Seja p > 5 um primo. Prove que
a equacdo x* +4* = p ndo tem solucdo inteira.
Problema 3.9. Encontre todas as solucdes intei-
ras da equacao

1+x+x°+x° =27,
Problema 3.10. Encontre todos os naturais n

para os quais 28 + 211 + 2" ¢ um quadrado per-
feito.

Problema 3.11. (Alemanha) Encontre todos os
pares de inteiros ndo-negativos (x, y) tais que

x3+8x2—6x+8:y3.

Problema 3.12. (Reino Unido) Encontre todos
os trios de inteiros positivos (a, b, ¢) tais que

ST

Problema 3.13. (Austrélia) Prove que a equacao
x*+131 = 3y* ndo possui solugdes inteiras.

Problema 3.14. (Rioplatense) Encontre todas as
solucoes inteiras positivas da equacao

1+2%+3Y =25

Problema 3.15. Encontre todas as solucoes in-
teiras da equacao

x% + y* = 1000003.

Problema 3.16. (Balcanica) Prove que a equa-
cdo x° — 4 = y? ndo tem solucdo inteira.

Problema 3.17. (Balcanica) Encontre todas as
solucdes (x, y) da equacao

x’ -y =xy*-19,
onde x e y sdo nimeros primos.

Problema 3.18. (Bielortissia) Existem inteiros x
e y tais que 3x% —2y? = 19982

Problema 3.19. Prove que ndo existem inteiros
x, y satisfazendo 15x% — 7y = 9.

Problema 3.20. Mostre que a equacio x>+3xy—
2y? = 122 ndo tem solugdes inteiras.

Problema 3.21. Encontre todos os inteiros m, n
satisfazendo a igualdade

|37 -2"| =1.

Problema 3.22. (India) Encontre todos os intei-
ros positivos x, y para os quais 7* —3Y = 4.

Problema 3.23. (India) Encontre todos as so-
lucdes inteiras positivas x,y,z,p, p primo, da
equacao

xP +yP = p°.

Problema 3.24. (Russia) Encontre todos os pri-
mos p para os quais p? + 11 tenha exatamente
seis divisores distintos, incluindo 1 e p* + 11.

Problema 3.25. Mostre que ndo existe um na-
tural d para o qual os nameros 2d —1,5d -1 e
13d — 1 sejam todos quadrados perfeitos.

Problema 3.26. (Putnam) Dado um inteiro po-
sitivo m, encontre todas as triplas (n, x, y) de in-
teiros positivos, com mdc(m, n) = 1, que satisfa-
zem a igualdade

e+ y)™ = (xy)™.
Problema 3.27. Prove que 49 nio divide n? +
3n+4, qualquer que seja n inteiro.

Problema 3.28. Prove que a equacio x> = 3y°+8
nao possui solugdes inteiras.

Problema 3.29. Encontre todas as solu¢des in-
teiras nao-negativas da equacao

3%4+1=5"+7°
Problema 3.30. Mostre que ndo existem inteiros
a, b, c para os quais

a’ + b* —8c =6.
Problema 3.31. Mostre que a equac¢do diofan-
tina

5m*—6mn+7n* = 1988

nao possui solucao.



Problema 3.32. Seja n um inteiro. Prove que se
2+2V28n?+1 é um inteiro, entao ele é um qua-
drado perfeito.

Problema 3.33. (Bulgdria) Encontre todos os
pares de inteiros (x,y) para os quais (x® +
y2)/(x — y) é um inteiro que divide 1995.

Problema 3.34. Prove que a equacao
x? +y2 +75+w? = 2xyzw
nao possui solugdes inteiras positivas.

Problema 3.35. (USAMO) Encontre todas as so-
lucdes naturais da equagao

a’ +b* + c® = d®b°.
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