Equacoes e sistemas de equacoes
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1 Equacoes
Problema 1 (APMO 2021). Prove que para cada real r > 2, hi exatamente dois ou trés reais
positivos x satisfazendo a equacio z2 = r|z].

Problema 2 (JBMO 2021). Seja n (n > 1) um inteiro. Considere a equagao

2- L%J —n+1=mn+1)(1-nz),
na variavel x.
(a) Resolva a equagdo para n = 8.
(b) Prove que existe um inteiro n para o qual a equagao tem pelo menos 2021 solugoes.
Problema 3 (OMCPLP 2019). Encontre todos os reais a e b tais que vale a seguinte relagio:
2@ +1)B*+1) = (a+1)(b+1)(ab+ 1)

2 Sistemas de equacoes

Problema 4 (Ibero 2018). Para cada inteiro n > 2, encontre todas as solugdes inteiras do seguinte
sistema de equagoes:

z1 = (T2 423+ 34+ -+ 2,) 208
Ty = (@1 + 23+ Ty + -+ 2,)%08

Ty = (x1+ T2+ 23+ +xpHy1)%018

Problema 5 (JBMO 2020). Encontre todas as triplas de reais (a, b, ¢) tais que vale o seguinte
sistema de equagoes:

a+bt+e=1+7+1

A+ +t=L+5+5%
Problema 6 (OBM 2023). Seja n um inteiro positivo. Mostre que existem inteiros 1,2, ..., 2,
nao todos iguais satisfazendo

i+aatas+ 4, =0
1+ ai+az+- 43, =0
Tit+ T2+ 2i+ o +x, =0

Tyt ao a3+ +x2 =0
se, e somente se, 2n — 1 é composto.
Problema 7 (Baltic Way TST 2022 (Letonia)). Encontre todas as triplas de reais (z,y, 2)
satisfazendo o seguinte sistema de equagoes:
z+y>+23=3
y+22+a23=3
2422 +y? =3.
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Problema 8 (KoMaL A. 788). Resolva o sequinte sistema de equagdes nos nimeros reais.
1 1 1 1
x—l—ﬁ:Zy, y—l—E:Zz, z—i—Z—B:Qw, w—&—ﬁ:%y.

Problema 9 (KoMaL C. 1781). Resolva o seguinte sistema de equagdes nos nimeros reais:
3z ++/y? — 21y = 222
2?2 —x—\y? - 2ly =2

Problema 10 (OMCPLP 2022). Quantas triplas (a,b,c¢) com a,b, ¢ € R satisfazem o sistema a
seguir?

at —bt=c
W—ct=a
t—at=0b

Problema 11 (Ibero 2021). Sejam a,b, ¢, x,y, z nimeros reais tais que

A+t =+ =+ =(a+b) +(@+y)P =0+ +(y+2)?2=(ct+a)+(z+2)?

Mostre que a? + b% 4 ¢ = 22 + 3% + 22.
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