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Problema da OBM 2021 — Nivel 2 - Resolvido

6. Seja & = 1 um nimero real. Considere o conjunto
A(a) = {lna] | n inteiro positivo | = {la), [2a), |3a], |4a], ...}.

Suponha que todos os inteiros positivos que nao pertencem ao conjunto A(a) sdo exatamente os
inteiros positivos que deixam um determinado resto r na divisao por 2021, com 0 = r < 2021.
Determine todos os possiveis valores de a.

Observagdo: O simbolo [x] é o maior inteiro menor ou igual a x. Por exemplo, se a = V3, temos
L \-ﬁ_l =[1,73...]=1,[2 \-@J =[2-1,73...] =3, |3 \-@J =|3-1,73...] =5, |4 \@J =|4-1,73...]=6e
assim por diante. Nesse caso temos A{a} = {1, 3, 5, 6,...}.

Solucéo

Se a = 2, entdo 1 ndo estd em A(a). Isso implica que 2 tem que estar, @] = 2, mas 3 também néo estaria
em A(a) jaque |2a] = 4 e j& teriamos dois restos distintos por 2021. Portanto, 1 < a < 2.

Vejaque |[(n + Dea] = [na + a] = |na] + 1 ou |[na] + 2. No primeiro caso as partes fracionarias somam
menos que 1 e no segundo somam maior que ou igual a 1. Nao tem dois |na| iguais.

Vamos fazer o caso r > 1.

Suponha que |nea] pula um certo 2021q + r. Entéo |ka] = 2021q +r —1e|(k + Da] = 2021q +r +
1. Podemos determinar k. k = 2021q +r —1 —q = 2020q + r — 1, pois é a quantidade de inteiros
positivos |a], [2a], ..., lka] excluindo os g que possuem resto r por 2021 (de 2021:-0+r até
2021(qg — 1) + r). Logo

[(2020q + r — Da] = 2021qg+r -1

& 2021q +r—1<(2020g +r — Da < 2021q +r
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Isso vale para todo inteiro positivo q. Fazendo q suficientemente grande o Unico valor possivel para o
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Veja que com a = % Sejan = 2021q + r. Temos
= (2020q + 2021 =2021g+1r+ ’
(n = @)a = (20209 +1) - 55755 = 2021 + 7+ 5575

Para 0 < r <2019 temos |(n — q)a] = 2021q + r = n e parar = 2020 temos [(n — q)a] = 2021q +
2021 = 2021(q + 1) que deixa resto 0 por 2021.

Vejaque 2021q + 2020 — g = 2021(g + 1) + 0 — (g + 1) e, por isso, parece que o resto 0 aparece duas
vezes, mas n — q € 0 mesmo.



Para r = 0.Suponha que |na] pula um certo 2021qg com g = 1. Entdo |ka| = 2021g — 1 e |(k + Dal =
2021q + 1.

Temos k = 2021qg — 1 — (¢ — 1) = 2020q — 2. Teriamos

2021q — 1 < (2020g — 2)a < 2021q
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Fazendo g suficientemente grande teriamos no limite « = Z070"

Ja vimos que esse @ no caso anterior pula exatamente os nimeros com r = 2020. Algebricamente veja que
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Mas isto é uma contradig&o.

Propostos
1. Seja d(n) o nimero de divisores positivos do inteiro positivo n. Sejam r e s inteiros positivos tais que
d(k -r) < d(k - s) para todo k inteiro positivo. Prove que r € um divisor de s.

2. Determine todas as funces f: Z — Z tais que
2000 - f(f(x)) —3999 - f(x) + 1999 - x = 0
Para todo inteiro positivo x.

3. (Banco IMO/2006) Uma sequéncia de nameros reais a,, a4, ... € definida pela formula:
airq = la;] - {a;},parai =0
Aqui a, é um nimero qualquer. Prove que a; = a;,, para i suficientemente grande.

4. (Canada/2020) Seja S = {1,4,8,9,16, ... } 0 conjunto de todos os inteiros que sdo poténcias perfeitas, ou
seja, numeros da forma n*¥ onde n e k sdo inteiros positivos e k>2. Seja
S ={a4, a,, as, ...} comos termos em ordem crescente de modo que a, < a, < az < ---. Prove que existem
infinitos inteiros m tal que 9999 divide a diferen¢a a,,;1 — a,.

5. (OBMU/2021) Para cada inteiro n > 1 seja k(n) o maior inteiro positivo k tal que n = m* para algum

inteiro positivo m. Determine
n+1

1 .
fim 2, k0.
j=2

6. (Ibero/2023) Seja Z o conjunto dos inteiros. Encontre todas as funcbes f: Z — Z tais que
2023 - f(f(x)) 4+ 2022 - x2 = 2022 - f(x) + 2023 - [f(x)]* + 1
para todo inteiro x.

7. (Cone Sul/2023) Sejam x4, x5, ..., X, NUMeros reais positivos. Para cada inteiro k, seja
S =xF +xk + -+ xk
a) Prove que se S; < S,, entdo a sequéncia S;, S,, Ss, ... é estritamente crescente.
b) Prove que existem n e ndmeros positivos x;, x5, ..., X, tais que S; > S, e a sequéncia S;, S5, ... ndo é
estritamente decrescente.



