
SO 2024 – Nível 2 

Números Grandes e Pequenos 

Regis 

Problema da OBM 2021 – Nível 2 - Resolvido 

 

Solução 

Se 𝛼 ≥ 2, então 1 não está em 𝐴(𝛼). Isso implica que 2 tem que estar, ⌊𝛼⌋ = 2, mas 3 também não estaria 

em 𝐴(𝛼) já que ⌊2𝛼⌋ ≥ 4 e já teríamos dois restos distintos por 2021. Portanto, 1 ≤ 𝛼 < 2.  

Veja que ⌊(𝑛 + 1)𝛼⌋ = ⌊𝑛𝛼 + 𝛼⌋ = ⌊𝑛𝛼⌋ + 1 ou ⌊𝑛𝛼⌋ + 2. No primeiro caso as partes fracionárias somam 

menos que 1 e no segundo somam maior que ou igual a 1. Não tem dois ⌊𝑛𝛼⌋ iguais.  

Vamos fazer o caso 𝑟 ≥ 1.  

Suponha que ⌊𝑛𝛼⌋ pula um certo 2021𝑞 + 𝑟. Então ⌊𝑘𝛼⌋ = 2021𝑞 + 𝑟 − 1 e ⌊(𝑘 + 1)𝛼⌋ = 2021𝑞 + 𝑟 +

1. Podemos determinar 𝑘. 𝑘 = 2021𝑞 + 𝑟 − 1 − 𝑞 = 2020𝑞 + 𝑟 − 1, pois é a quantidade de inteiros 

positivos  ⌊𝛼⌋, ⌊2𝛼⌋, ..., ⌊𝑘𝛼⌋ excluindo os 𝑞 que possuem resto 𝑟 por 2021 (de 2021 ⋅ 0 + 𝑟 até 

2021(𝑞 − 1) + 𝑟). Logo 

⌊(2020𝑞 + 𝑟 − 1)𝛼⌋ = 2021𝑞 + 𝑟 − 1 

⇔ 2021𝑞 + 𝑟 − 1 ≤ (2020𝑞 + 𝑟 − 1)𝛼 < 2021𝑞 + 𝑟 

⇔
2021𝑞 + 𝑟 − 1

2020𝑞 + 𝑟 − 1
≤ 𝛼 <

2021𝑞 + 𝑟

2020𝑞 + 𝑟 − 1
 

⇔
2021 +

𝑟 − 1
𝑞

2020 +
𝑟 − 1

𝑞

≤ 𝛼 <
2021 +

𝑟
𝑞

2020 +
𝑟 − 1

𝑞

 

Isso vale para todo inteiro positivo 𝑞. Fazendo 𝑞 suficientemente grande o único valor possível para o 

número 𝛼 é 
2021

2020
.  

Veja que com 𝛼 =
2021

2020
. Seja 𝑛 = 2021𝑞 + 𝑟. Temos  

(𝑛 − 𝑞)𝛼 = (2020𝑞 + 𝑟) ⋅
2021

2020
= 2021𝑞 + 𝑟 +

𝑟

2020
 

Para 0 ≤ 𝑟 ≤ 2019 temos ⌊(𝑛 − 𝑞)𝛼⌋ = 2021𝑞 + 𝑟 = 𝑛 e para 𝑟 = 2020 temos ⌊(𝑛 − 𝑞)𝛼⌋ = 2021𝑞 +

2021 = 2021(𝑞 + 1) que deixa resto 0 por 2021.  

Veja que 2021𝑞 + 2020 − 𝑞 = 2021(𝑞 + 1) + 0 − (𝑞 + 1) e, por isso, parece que o resto 0 aparece duas 

vezes, mas 𝑛 − 𝑞 é o mesmo. 

 



Para 𝑟 = 0.Suponha que ⌊𝑛𝛼⌋ pula um certo 2021𝑞 com 𝑞 ≥ 1. Então ⌊𝑘𝛼⌋ = 2021𝑞 − 1 e ⌊(𝑘 + 1)𝛼⌋ = 

2021𝑞 + 1. 

Temos 𝑘 = 2021𝑞 − 1 − (𝑞 − 1) = 2020𝑞 − 2. Teríamos 

2021𝑞 − 1 ≤ (2020𝑞 − 2)𝛼 < 2021𝑞 

⇔
2021𝑞 − 1

2020𝑞 − 2
≤ 𝛼 <

2021𝑞

2020𝑞 − 2
 

⇔
2021 −

1
𝑞

2020 −
2
𝑞

≤ 𝛼 <
2021

2020 −
2
𝑞

 

Fazendo 𝑞 suficientemente grande teríamos no limite 𝛼 =
2021

2020
.  

Já vimos que esse 𝛼 no caso anterior pula exatamente os números com 𝑟 = 2020. Algebricamente veja que  

2021 −
1
𝑞

2020 −
2
𝑞

≤
2021

2020
⇔ 2021 ⋅ 2020 −

2020

𝑞
≤ 2021 ⋅ 2020 −

4042

𝑞
⇔

2020

𝑞
≥

4042

𝑞
 

Mas isto é uma contradição.  

 

Propostos 

1. Seja 𝑑(𝑛) o número de divisores positivos do inteiro positivo 𝑛. Sejam 𝑟 e 𝑠 inteiros positivos tais que 

𝑑(𝑘 ⋅ 𝑟) ≤ 𝑑(𝑘 ⋅ 𝑠) para todo 𝑘 inteiro positivo. Prove que 𝑟 é um divisor de 𝑠.  

2. Determine todas as funções 𝑓: 𝑍 → 𝑍 tais que  

2000 ⋅ 𝑓(𝑓(𝑥)) − 3999 ⋅ 𝑓(𝑥) + 1999 ⋅ 𝑥 = 0 

Para todo inteiro positivo 𝑥.  

3. (Banco IMO/2006) Uma sequência de números reais 𝑎0, 𝑎1, ... é definida pela fórmula: 

𝑎𝑖+1 = ⌊𝑎𝑖⌋ ∙ {𝑎𝑖}, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑖 ≥ 0 

Aqui 𝑎0 é um número qualquer. Prove que 𝑎𝑖 = 𝑎𝑖+2 para 𝑖 suficientemente grande. 

 

4. (Canada/2020) Seja 𝑆 = {1,4,8,9,16, … } o conjunto de todos os inteiros que são potências perfeitas, ou 

seja, números da forma 𝑛𝑘 onde 𝑛 e 𝑘 são inteiros positivos e 𝑘 ≥ 2. Seja  

𝑆 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … } com os termos em ordem crescente de modo que 𝑎1 < 𝑎2 < 𝑎3 < ⋯. Prove que existem 

infinitos inteiros 𝑚 tal que 9999 divide a diferença 𝑎𝑚+1 − 𝑎𝑚.  

 

5. (OBMU/2021) Para cada inteiro 𝑛 > 1 seja 𝑘(𝑛) o maior inteiro positivo 𝑘 tal que 𝑛 = 𝑚𝑘 para algum 

inteiro positivo 𝑚. Determine  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑ 𝑘(𝑗)

𝑛+1

𝑗=2

 . 

 

6. (Ibero/2023) Seja 𝑍 o conjunto dos inteiros. Encontre todas as funções 𝑓: 𝑍 → 𝑍 tais que  

2023 ⋅ 𝑓(𝑓(𝑥)) + 2022 ⋅ 𝑥2 = 2022 ⋅ 𝑓(𝑥) + 2023 ⋅ [𝑓(𝑥)]2 + 1 

para todo inteiro 𝑥. 

 

7. (Cone Sul/2023) Sejam 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛 números reais positivos. Para cada inteiro 𝑘, seja  

𝑆𝑘 = 𝑥1
𝑘 + 𝑥2

𝑘 + ⋯ + 𝑥𝑛
𝑘 

a) Prove que se 𝑆1 < 𝑆2, então a sequência 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, … é estritamente crescente.  

b) Prove que existem 𝑛 e números positivos 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛 tais que 𝑆1 > 𝑆2 e a sequência 𝑆1, 𝑆2, ... não é 

estritamente decrescente.  


