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1 Ordem e Raiz primitiva

Definicdo: Sendo a inteiro e m inteiro positivo tal que mdc(a, m) = 1, chama-se ordem de a médulo m ao
menor inteiro positivo k tal que

a* =1 (mod m)

Notagao adotada: .

Por exemplo:

1. a ordem de 9 médulo 10 é igual a 2, pois:
9=9=-1 (mod10) 9*=(-1)*=1 (mod 10)
Ou seja, ord 9 = 2.
2. a ordem de 2 médulo 5 é igual a 4, pois:

2! =2 (mod 5) 22=4=-1 (mod 5)
23 = -2 (mod 5) 2'=_—4=1 (mod 5)

Ou seja, ords2 = 4.

Aproveitemos para enunciar e provar um lema classico e famoso de ordem, que nesta secdo serd
referenciado como lema famoso:

Lema: Sejam m inteiro positivo e a inteiro tal que mdc(a,m) = 1. Seja h = ord,,a. Entao, temos
que:

a* =1 (mod m) < hlk

Prova:

e Parte 1: a* =1 (mod m) = hlk.
Suponhamos que nao, isto é, que h nao divide k. Pelo algoritmo da divisdo, temos que existem interios
q (quociente) e r (resto) tais que

k=h-q+r 0<r<h



Dal, temos que:
1=d* = a"*"  (mod m)
q
= (ah> -a”  (mod m)

= 194" (mod m)

1 = d (modm)

Notemos que o resultado encontrado é absurdo, pois r < h = ord,,a

e Parte 2: a¥ =1 (mod m) < hlk.
Seja ¢ inteiro positivo tal que k = h - ¢. Dai, temos que:

ok = (ah)q =17=1 (mod m)

Dai, por exemplo, pelo teorema de Euler, podemos concluir que: ord,,a | ¢(m).

Definicao: Seja n inteiro positivo. Um inteiro g diz-se uma raiz primitiva médulo m se mdec(g,n) =1 e
a ordem de g médulo n é igual a ¢(n).

Por exemplo, 3 é uma raiz primitiva médulo 10, pois ordig3 = 4 = (10).
Sobre raiz primitiva, existe um lema bem famoso, cujo enunciado esta disposto a seguir e cuja prova
foge ao escopo desse livro.

Lema: Apenas os niimeros podem ser médulos 2, 4, p* e 2pF numa raiz primitiva, sendo p primo e k um
inteiro positivo.

Normalmente, as solugoes s6 envolvem saber da existéncia da raiz primitiva. No entanto, para fins
didaticos, vejamos uma aplicacdo desse lema, para p = 5, provando que 2 é raiz primitiva médulo 5*.

Problema 1 Prove que:

a) Para todo k inteiro, é vélida a seguinte relagao:

5k—1

245" =143-5%  (mod 5Ft1)

b) O numero 2 é uma raiz primitiva médulo 5" para todo n inteiro positivo.

Solucgao:
a) Resolvamos por indugao.

Caso inicial: k = 1:
0
245" =921=143.5 (mod 5%

Ok!

Hipétese indutiva: Suponha que seja verdade para um inteiro ¢. Dai, temos que:
2457 =14+ 3.5" (mod 5*1)
Passo indutivo: Da hipétese indutiva, temos que existe k € Z tal que:

219 = 5 k4 (143 5Y)



Elevando tudo a quinta poténcia, podemos concluir que:
(24'5“1)5 = [5"*k+(143-5Y)]°
(51 k) +5- (51 k) (143-5) +10- (571 k). (143-51)
+ 10- (3" k) % (1435 +5- (51 k) - (143-5") '+ (143-5)°

Notemos que apenas o tltimo termo da direita ndo tem fator 52, Com isso, temos
que:

<24'5H)5 = (1+3-5)° (mod 52
245" = ( ) -3 5%2 [< ) 11 (3 5t)1} (mod 52)
= 1+3. 5t+1+z [(5> (3- 5t)] (mod 5'12)

=2

Dali, para todo 7 = 2, 3,4, 5, temos que:

() o

Dos trés iltimos resultados encontrados, podemos concluir que:

5t+2

245" =143 5041 (mod 5'2)
Portanto, inducgao concluida! Item resolvido!

b) Resolvamos por indugao.

Caso inicial: Provemos que 2 é uma raiz primitiva médulo 5:

2! = 2 (mod 5)
22 = 4 (mod 5)
23 = 3 (mod 5)
2 = 1 (mod 5)

Hipétese indutiva: Suponha que seja verdade para um inteiro t. Dai, temos que 2 é uma raiz primitiva
médulo 5¢. Com isso, podemos concluir que:

ords:2 = p(5°) = 4571

Passo indutivo: Seja x = ordgi+12. Fazendo m = 57! e k = ¢(5!*1) = 4 - 5!, podemos concluir, pelo
lema famoso, que:

x|4 -5
Além disso, temos que:
2° = 1 (mod 5")
2 = 1 (mod5)

Entao, pelo lema famoso, fazendo m = 5! e k = = , temos que:
4.5

Das tultimas duas conclusoes encontradas, podemos concluir que ha apenas dois
casos possiveis:



Caso 1: = 4-5'1: Absurdo pelo item a;
Caso 2: z =4-5" = ¢(5'*1): Ok!

Portanto, indugao concluida! Item resolvido! |

Obs.: A questdo original pede apenas para provar que 2 é uma raiz primitiva médulo 5%, sendo k inteiro
positivo. O item a é um lema que “surge naturalmente” no passo indutivo do item b, mais especificamente
no caso 1. O que pretende-se dizer é que o item a nao foi “tirado do nada”, mas que tal item surgiu da
necessidade de provar o item b.

E possivel provar, analogamente, que 2 é raiz primitiva médulo 3%, ficando isso como exercicio para o
leitor.

Seguindo nossos estudos, vejamos algumas questoes resolvidas sobre ordem.

2  Questoes resolvidas

Problema 2 Prove que nao existe inteiro positivo n > 1 tal que n | 2" — 1.

Solucao: Seja p o menor primo que divide n. Dai, temos que:

pln|2"—1=p[2"-1=2"=1 (mod p)
Pelo teorema de Fermat, podemos concluir que:
271 =1 (mod p)

Seja d = ord,2. Dai, pelo lema cléssico demonstrado e pelas propriedades de mdc, temos que:

d
[ = d | mde(n,p—1)
dlp—1

Como p é o menor primo que divide n, entao nao ha fator primo entre n e p — 1, pois para todo primo
q|p—1, temos que ¢/ n, pela minimalidade de p.
Com isso, podemos concluir que: d = 1, que gera um absurdo! |

Problema 3 (Roménia/TST - 2019) Seja k > 2 e ny, na, - -+, ng inteiros positivos que satisfazem:
ng | 2M —1 5 n3g|2™—1 -+ mp|2™1—-1; np|2" -1

Prove que ny =ng =---=np = 1.

Solugdo: Seja M = mmc (ny,ng,--- ,ng). Pelo algebrismo de produtos notédveis, temos que:
mlin=a"—-1|a" -1
Dai, usando isso e propriedade de mmc, temos que:

ng | 2" — 12" —1
ng | 2" —1)2M —1

= M|2M —1
ny, | 21 — 1]2M — 1
ny |2 —12M —1
Pela solugao anterior, temos que: . E, portanto, segue que: n; =ng =--- =ng = 1. |



Problema 4 (Sérvia/2010) Uma tabela n x n totalmente preenchida com nimeros 1,2,---,n? é chamada
sérvia se todos os produtos de n nimeros escritos em n quadradinhos espalhados deixam o mesmo resto na
divisao por n? + 1. Existe uma tabela sérvia para

a)
b)

n = 87

n = 107

0bs.: n quadradinhos sao ditos espalhados se nao hé quaisquer dois deles na mesma linha ou mesma coluna.

Solucao:

a)

Suponha que existe. Dai, o produto dos nimeros dos 8 quadradinhos espalhados deixam resto r
(mod 65), sendo 65 = 5 - 13. Como algum dos nimeros é multiplo de 13, entao 13 | r. Por outro lado,
como ha apenas 4 multiplos de 13, pegando 8 conjuntos de 8 quadradinhos espalhados, disjuntos dois
a dois, é possivel, pelo P.C.P., tomar algum conjunto que ndo tenha multiplo de 13. Entao, para este
caso, nao ha tabela sérvia.

Provemos que existe. Para n = 10, temos que 10?> + 1 = 101 que é ndmero primo. Daf, existe uma raiz
primitiva g (mod 101).
Analisemos a tabela: o

ai; =g¢'"%""7 (mod 101) V0 <i,j<9

Pela definigdo de raiz primitiva, cada nimero de 1 a 100 foi usado exatamente uma vez. Além disso, tome-
mos 10 quadradinhos espalhados: ag (), @1,(1), =5 @9,p(9), sendo p(0), p(1), - - -, p(9) uma permutagao
de 0 a9 e, entao, p(0) +p(1)+---+p(9) =0+14---+9 = 45.

Entao, temos o seguinte produto de 10 quadradinhos espalhados:

9
H%p(i) = PO glOTp(D) | g90+p(9) — (450445 — (495 (164 101)
i=0

nao importando o modo de escolha de tais 10 quadradinhos espalhados, de forma que fica comprovada a
existéncia da tabela sérvia para este caso. |

Problema 5 (Belarus/TST -2019) Para n > 1, prove que 2"~ ! + 1 ndo é divisivel por n.

Solucdo: Considere a seguinte fatoragao de n em fatores primos: n = p{'p§? - - pi*, com py < py < -+ < py
e, por paridade, p; > 2.

Para todo 1 < j < k, seja d; = ordqu 2. Sejan—1=20.1,_1, onde I,_; é fmpar, (ou, em outras

J
palavras, seja 8 = v(n — 1)). Dai, pelo lema famoso da ordem, temos que:

=|d;j = 28+1 -I; | onde I; é impar.

20"l=—-1 (modn)=djfn—1
22=1) =1 (mod n) = d; | 2(n — 1)

Pelo teorema de Euler e pelo lema famoso de ordem, podemos concluir que:

dj\@(l??j):p?j(pj—l): pi=1 (mod 2°71)| VI<j<k

Fazendo um produto telescépico de 1 a k, temos que:

n:Hp?j =1 (mod 2°*1) = 28+ | —1
j=1

chegando a um absurdo com a consideracao inicial que n —1 = 2°-I,,_;, onde I,,_; é fmpar, (ou, em outras
palavras, que 8 = un(n — 1)). [ ]



Problema 6 (Belarus/TST - 2019) Em duas caixas, sao colocadas, no total, 1019 bolas de forma que nao
h& caixa sem bola. Em cada minuto, Sofia escolhe a caixa com quantidade par de bolas e passa a metade
delas para a outra caixa. Prove que, para cada k inteiro positivo, com 1 < k& < 2018, h4 um momento em
que existe uma caixa com exatamente k bolas.

Solucao: Sejam a;, b; as quantidades de bolas em cada caixa no minuto ¢, apds Sofia ter movimentado elas.
Sejam ag e by as quantidades iniciais de bola. Dai, temos que a soma das quantidades de bolas é invariante.

Isto é:
+ b; = 2019

Suponhamos que, em algum momento, b; seja par. Nesse caso, olhando para a invariancia ja citada,
podemos concluir que:

Ai+1 = a; + % = 2a;41 = 2a; + b; = |2a;41 — a; = 1019

Se o a; for o par, podemos fazer uma andlise andloga. Desse modo, através de inducao ou produto
telescépico, temos que:
{ai =2 -a;1; (mod 1019) (1)

bi = 2j . CLH_]‘ (mod 1019)

Além disso, sabemos que:

1019 é primo = 28 =1 (mod 1019) = ord»1019 | 1018
1018
—— =509 éprimo = ord;1019 = {1,2,509,1018}

2! —1<1019e22—1<1019 = |ord21019 =509 ou 1018

Temos, agora, o suficiente para concluir pois:

Caso 1: Se ords1019 = 1018

Por j =0 em (1), temos que, em cada caixa, em algum momento, terd k bolas, para todo 1 < k < 1018,
pois, nesse caso, terfamos que o conjunto {21, 22 ..., 21018} formaria um sistema completo de residuos
(mod 1019) e, sendo 1019 primo, temos que os elementos iniciais sdo tais que:

mde (1019, ag) = (1019, by) = 1

e, por consequéncia, os conjuntos {21 -ag, 2% - ag, - -~ , 21018 ao} e {21 by, 2% - b, -+, 21018 bo},
também, formam um sistema completo de residuos.
Caso 2: Se ord21019 = 509

Pela invariancia da soma, temos que: ag = —bg (mod 1019). Dai, com essa relacao e por j = 0 em (1),
vamos mostrar que apenas uma das caixas, em algum momento, terd k bolas, para todo 1 < k < 1018.
Para isso, comecemos do fato que 1019 é primo e isso implica em:

mde (1019, ag) = (1019, bg) = 1

Dai, caso nao aconteca o que afirmamos no comeco desse caso, entao terfamos que existe m, n inteiros
positivos, com 0 < m,n < 508, tais que:

am = by, (mod 1019)
j=0em (1) = 2May=2"by (mod 1019)
bp = —ap (mod 1019) = 2Mag+2"ap =0 (mod 1019)



Suponhamos, s.p.g., m > n. Dai, como mdc (1019, ag) = 1, podemos concluir que:

1019 | a (2™ +2") = 1019 | 2™ (2™ " +1) = 1019 | 2™ " + 1

Com isso, se ord21019 = 509, entdo temos que 509/ m—mn e 509 | 2(m—n). Esses fatos sao contraditérios
com 0 < m,n < 508, pois dessa dltima relacao, teriamos que: —508 < m — n < 508.

Problema 7 (Hong Kong/TST - 2023) Seja n um inteiro positivo. Sendo p um nimero primo tal que:
p|54n_53n+52n_5n+1

mostre que p = 1 (mod 4).
Solucao: de Levi Magalhaes Pereira Castello Branco
Vamos resolver, inicialmente, o caso n par.

=p|5"+1=5"=—-1 (mod p)

= (5%)25—1 (modp):><p>:1:>‘pzl (mod4)‘

Falta, entao, o caso n fmpar. Inicialmente, conforme vimos no desenvolvimento algébrico acima, temos
que:

5" =1 (modp)= (5"7") =5 (modp) = <_p5> —1] ()

-5 -1 5 5
Dal, a partir de () = <> (), falta provar que <> = 1. Pela lei de reciprocidade quadratica,
p p p p

sabemos que isso é equivalente a provar que: =)= 1. Provemos isso.

Precisaremos de dois resultados. O primeiro é imediato, a partir do lema conhecido:
p|5"+1=5"=-1 (modp)=5""=1 (modp)
= |ord,5 | 10n (II)

52n

Vamos para o segundo. Comecemos provando que p [ — 1. Dividamos esse caso em dois, usando a

condi¢ao do enunciado:

P | 54n _ 53n
P | 52n —5n
{p | 54n 753n+52n _gn

Sep\S"—1:>{ = p| 5" — 53 4 520 5"

= p| 1= Absurdo!
p|54n_53n_|_52n_5n+1 p‘

p| 5% 4+ 5%
pl—2-5"—2.5"
pl3-5"43.5"
pl—4-5"—4

p| 54" — 53 4520 _5n 4
{p|54n—53"+52”—5"+1

Sep|5"+1= = p |5t -5 4520 5" 4

=p|b=p=>5

5|54n_53n+52n_5n

=51
5154 — 53 4 52 —5n 4] |

= Absurdo, pois {



Dai, lembrando que, pelo lema famoso e o teorema de Fermat, temos que: ord,5 | p—1, podemos concluir
que:

pf5" — 1= ord,5)2n =

{ ord,b[2n

=5 |ord,blp—1=
(II) : ord,5 | 10n | ordy5p

=1 (mod5) = (})=1=

(f;) (2) = nees) <1 () s
(-2 6) e

Problema 8 (China/TST - 2009) Encontre todos os pares de nimeros primos p, ¢ tais que pq | 5 + 5%.
Solucdo: de Caio Harley Constancio Neves

Obs.: Nesta solugao, adotaremos a notagao v2(x) para denotar a maior poténcia de 2 que divide x.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que p < ¢. Inicialmente, facamos alguns casos:

Caso 1: Se p = 2, temos que: 2q | 57 + 25
e Se ¢ = 2, nao hé solucdo, pois 4 /150.
e Se ¢ = 5, h4 solugdo, pois 10 | 5% + 25, geranado a solucgao | (p,q) = (2,5) |.
e Se q# 2 e g # 5, pelo teorema de Fermat, podemos concluir que:

5971 —1
{g |! 1 T | 5471 —1]57 -5

2 | 59+ 25
I A
2q|57—5

gerando a solucao | (p, q) = (2,3) |.

Caso 2: Se p = 3, temos que: 3¢ | 57 + 5% = 59 + 125‘3 - 5% + 375 Por outro lado, pelo teorema
de Fermat, podemos concluir que:

q| 5 —1=3q|3-57"-3|3.59—15
Subtraindo as duas ultimas relagoes encontradas, temos que: 3¢ | 390. Os casos ¢ =5 e
g = 13 nao geram solugao. Em particular, apresentemos o teste de ¢ = 13 (o caso ¢ = 5
é analogo): 13 -3 | 513 + 125 fato contraditério com: 53 4 125 = (—1)13 + (=1) = -2
(mod 3)

Caso 3: Se p = 5, temos que: 5q | 57 + 5% = 59 + 3125

e Se g =5, temos a solugao | (p,q) = (5,5) |



e Se g # 5, pelo teorema de Fermat, podemos concluir que:
g5t —1=5¢|57-5

Subtraindo as duas tultimas relagoes encontradas, temos que: 5¢g | 3130. O caso

q = 313 gera a solucio \ (p,q) = (5,313) \

Agora, facamos o caso geral: 7 < p < q.
Do enunciado, temos que:

_ 5777 = —1 (mod p)
5P (1 4+577P) = = d,5) = —p)+1 2
pq | ( ) {52((]17) =1 (mod p) ) (OI‘ P ) ’UQ((] p) ( )

Por outro lado, pelo teorema de Fermat, temos que:

p|5745=574+5=0 (modp)=57"1=—-1 (modp)

Analogamente ao feito em (2), podemos concluir que:
vy (ordpb) = w(g—1)+1

Aplicando isso a (2), temos que: v3(q — p) = v2(q — 1).

De forma andloga a tudo que foi feito, mas para (mod ¢), podemos concluir que: v2(q —p) = va2(p — 1).

As duas tltimas conclusoes geram um absurdo pois, sendo a = va(p — 1) = va(q — 1), podemos concluir
que:

q=p=(q-1)-(p-1)=2"(;—I) = wlq-p) >«
pois I, e I, sao impares e, por isso, a diferenca entre eles ¢é par. |
Encerremos essa secao em grande estilo, apresentando uma solucao que serd tema da préxima segao:

Equacoes Diofantinas. Vale ressaltar que a ideia da solugao seguinte estd melhor descrita e que a questao a
seguir esta como desafio em alguma subsecao da préxima secao.

Problema 9 (Cone Sul/TST - 2015) Ache todos os inteiros positivos x e y para os quais a equagao a seguir

é verdadeira:
3F -5V =2

Solucdo: Testando os casos iniciais até z < 4, temos a solucao: |(z,y) = (3,2)| Vejamos se hd outras
solucoes:
3 -5 =3 -5"=3 (3" - 1) =5 (5¥"2 -1)

Dai, temos que: 52 HS”*?’ —1.
Calculemos ordss3, sempre lembrando do lema famoso:

(Euler) 390125) = 3100 =1
30 = (3)" = (-7 = (")’ = (7-7)° = (7-26) =57 = -1 (mod 125)
30 = (39)' = (=7)" = 7" =26 (mod 125)

ordss3 | 100
= 4 ordss3 /50 = |ordss3 = 100
ords33,/20

Portanto, 100 nio pode dividir  — 3, pois caso isso ocorra, teremos 5 dividindo 5Y~2 — 1, pela relacio
inicial encontrada.
Agora, para facilitar, organizemos os resultados encontrados em fatos:



Fato 1: 20 |z —3

Prova: 5 sempre termina em 25, para b > 2, na base decimal, ou seja, 5 = 25 (mod 100) . Com
algumas contas e lembrando que 3% para terminar em 7 precisa ser da forma 4K + 3, temos que
(para facilitar as contas, basta pegar o nimero formado pela dezena e unidade e multiplicar por
81, ou por —19):

33 =27 (mod 100)  3"=-13 (mod 100)

311 =47 (mod 100)  3¥ =7 (mod 100)

319 =33 (mod 100) 3% =27 (mod 100)

Fato 2: 20 |y —2

Prova: Consequéncia dos dois resultados a seguir:

(a) 5|y — 2: basta analisar 3% e 5¥ (mod 11) e aplicar o fato 1 (o periodo é 5, nos dois casos)

(b) 4 |y — 2: basta analisar 3% e 5Y (mod 16) e aplicar o fato 1 (o periodo é 4, nos dois casos)
Nosso objetivo agora é provar que de 20 | x — 3 podemos chegar a 100 | z — 3 e, assim, provar que
nao hé solu¢ao maior que (z,y) = (3,2).

Para isso, falta provar que 25 | z — 3, uma vez que precisamos de outro fator 5 ao 20 para, entao,
chegar ao 100.

Para chegar a tal resultado, podemos olhar para os primos da forma 25K + 1, pois, nesse caso,
aplicariamos o teorema de Fermat e o lema famoso. Dali, surge o 101, pois 26, 51 e 76 nao sao
primos.

Fato 3: 100 | z — 3

Prova: Analisemos 3* e 5 (mod 101), usando os fatos 1 e 2:

320 — [(35)2}2 = [(—60)2}2 = (—36)2= 17 (mod 101)
33=27 (mod 101) 3% =27.(-17) =46 (mod 101)
318 =46-(-17) =26 (mod 101)
393 =26 (—17) =63 = —38 (mod 101)
383 = (—38)- (—17) =40 (mod 101)
3103 =40.(-17) =27 (mod 101)
20 2 2 2
520 = [(55) } = [(—6)2} =362= 17 (mod 101)
52=125 (mod 101)  5*2=25.(-17)=80= —21 (mod 101)
512 = (=21)- (~17) =54 (mod 101)
52 =54.(=17)=92= -9 (mod 101)
582 = (—=9) - (=17) =52 (mod 101)
5102 =52.(-17) =25 (mod 101)
Dal, pelos resultados acima, podemos concluir que:
3*—5Y=2 (mod 101) < 100 |z — 3
fato absurdo com o lema famoso, conforme relacao inicial encontrada.

Portanto, solugao tnica: |(z,y) = (3,2) | |
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2.1 Mais questoes
Problema 10 Prove que:

a) Para todo k inteiro, é vilida a seguinte relagao:

3k71

22 =1+3" (mod 3Ft1)

b) O ndmero 2 é uma raiz primitiva (mod 3") para todo n inteiro positivo.

Problema 11 (Coreia do Sul/2007) Encontre todos os pares de primos (p, q) para os quais pq | pP? + ¢? + 1.

Problema 12 (Polonia/2016) Sejam k, n inteiros positivos impares, maiores que 1. Prove que se existe um
niimero natural a tal que k | 2¢+1 e n | 2% — 1, entdo nio existe um nimero natural b que satisfaz k | 2° — 1
en|2°+1.

Problema 13 Para todo n inteiro positivo, seja X,, = 22" + 1. Prove que

Xp—1

r =-1 (mod X,)= X, é primo

Problema 14 Mostre que nio existem inteiros positivos d, a, n tais que 3 < d < 2" e d | a®" + 1.
Problema 15 Prove que hd uma poténcia de 2 cujos ltimos 1000 algarismos sdo 1 ou 2.
Problema 16 (Bdsnia/TST-2014) Encontre todos os inteiros nao negativos z, y tais que:

2.5 -7=1

Problema 17 (Turquia/TST - EGMO/2017) Encontre todos os pares de nimeros primos (p, ¢) para os quais
0s nuimeros
2p? —1)9+1 (2¢2-1)P+1
e
p+q p+q

sao, ambos, inteiros.
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