Problemas Malemolentes em Algebra

27 Semana Olimpica — Bento Gongalves, RS

Prof. Davi Lopes — Nivel 2
1. Exercicios de Aquecimento

Exercicio 1: E dado que p(x) =x°+x?+ 1 tem como raizes ry, 1y, 73, T4 € T's €

q (x) = x% — 2. Calcule o valor absoluto da expressio:

q(ry) -q(ry) -q(rs) - q(ry) - q(rs)

3 3
Exercicio 2: (a) Prove que \/ 2++5+ \/ 2 —+/'5 é um nimero racional.
3 3 . . .
(b) Prove que \/ — 27 +5V33 — \/ 27 + 5V 33 é araiz cubica de um niimero racional.

;. . . .. , n ,
Exercicio 3: Prove que, para todo inteiro positivo n, o nimero 33" 4 1 ¢ o produto de
pelo menos 2n + 1 fatores primos, ndo necessariamente distintos.

Exercicio 4 (OMpD/2023): Encontre todos os pares (a,b) de numeros reais tais que o
nimero |an + b| € um quadrado perfeito, para todo inteiro positivo n.

Exercicio 5: A sequéncia (a,,) __ ¢é construida da seguinte forma: a; = a, = 1, e para
n=1

1

todo inteiron =1, a,,, = ayq + 42024°
n

A sequéncia (a,,) o © limitada?

1000
Exercicio 6 (Hungria/2000): Se A = (1000 + / 10002 + 1) , determine o 2000-

¢simo algarismo apo0s a virgula de 4 apds a virgula.
Exercicio 7: Calcule o valor de:

_(10*+324) (22* + 324) (34* + 324) .. (2026* + 324)

(44 + 324) (164 + 324) (284 + 324) (20204 + 324)

3

Exercicio 8: Seja c um numero real tal que ¢® = ¢ + 1. Determine o valor numérico de:

3/362—4C+C;}/2C2+3C+2



2. Problemas Propostos

Problema 1 (OMpD/2023): Sejam 1,r5,..,T5923 as 2023 raizes distintas da equagdo

x2923 = x 4+ 1. Determine o valor da soma:

r r r
14 2 4 42023
r2+1 ri+1 +1

2
73023

Problema 2 (OBM/2001 - Variagdes): Sejam a, b e ¢ numeros reais nao nulos tais que
a + b + ¢ = 0. Calcule os possiveis valores de:

(a3+b3+c3) 2(a4+b4+c4)

(a5+b5+65)2

(a)

aS+b5+c>
(a3+b3+c3)(a2+b2+cz)

(b)

(a5+b5+C5)((12+b2+C2)
a’+b7+c7

(c)

Problema 3 (Ibero/1985): Determine todas as raizes 7, 7, '3, 74 da equagdo polinomial

4x* — ax3 + bx? — cx + 5 = 0, sabendo que elas sdo reais positivas e que:

Ty, T2 T3, T4

A4 344

2 4 5 8
Problema 4: Sendo n > m > 1 inteiros, prove que:

2@M+ —W@< L, 1 +JT%<2@m—Jm—Q

m m+1

Problema 5 (Canadd/2014): Seja a4, a,, ..., a,, nimeros reais positivos cujo produto ¢é
igual a 1. Prove que a soma:
aq a, a3

14—a1+(1+1h)(1+CQ)+(1—Fa0(1—+ag(1—FaQ-+m
an

+(1+a1)(1+a2)...(1+an)

n

E maior ou igual a o

Problema 6 (IMO/1979): Sejam m e n inteiros positivos tais que:

m 1.1 1 1 1 1_1+1
n 2 3 4 5 6 7 1317 1318 1319

Prove que m ¢ divisivel por 1979.



Problema 7 (OMCPLP/2020): Prove que, para qualquer natural n:

[\/ﬁ+\/n+1+\/n+2J =[\/9n+7l

Problema 8: Para cada n€N, ache o maior kEN tal que 2k divide

(3+vi)™,

Problema 9 (Revista Eureka): Seja a a maior raiz da equagio x3 — 3x% + 1 = 0. Prove
que la2004J ¢ divisivel por 17.

Problema 10 (Vingang¢a Olimpica/2022): Seja ¢ =1+2—\/§ o numero aureo. Prove que

52022

existe um inteiro positivo x < tal que:

{ <p3/§} < 2022
Problema 11 (Ibero/1987): Sejam m n, p inteiros positivos tais que:
14+m+ny3 =(2 +\/§)2p_1
Prove que m é um quadrado perfeito.

Problema 12: (a) Uma sequéncia{a,} étal que a; = g e,paratodon >2,a, =a2_, — 2.

Calcule o valor do produto a;a,...a,ps4-

3

(b) Uma sequéncia{a,} ¢ tal que a; = 13—0 e,paratodon = 2,a, = a,_

1 — 3a,_1. Calcule

o valor do produto a;a,...azgy4.

Problema 13 (Teste Cone Sul/2020): Seja a,, a4, a,,... uma sequéncia de reais periodica
(isto &, existe um inteiro positivo fixado k tal que a,, = a,,,; para todo inteiro n = 0, onde
k nao depende de n). Sabe-se que para todo n > 0, vale:

a _ 1 a n+1
n+2 n+2 n Apiq

Dado que a, = 2020, qual € o valor de a4?

Problema 14: Seja {an} _, uma sequéncia tal que a; = 4 e, para todo inteiro positivo n:
nz

Determine a,, em fungdo de n.



Problema 15: Duas sequéncias x{,Xp,... € ¥1,Y5,... de nimeros reais satisfazem x; =
Y= \/3 e para todo n > 1 inteiro:

_ 2
Xpi1 =X+ [1+ x5

Y
Yne1 = =

1+ fl + y,zl
Prove que 2 < x,y, <3, paratodon > 2 inteiro.

Problema 16 (OBM/2023): Sejan > 1 um inteiro. Mostre que existem inteiros
X1, Xy, .., X, NA0 todos iguais, satisfazendo o sistema:

(x2+x,+x3+..+x, =0
X1+ xZ+x3+ .. +x,=0
Vx +x+x2+ . +x,=0

2
\x1+xZ+X3+...+xn=O
se, € somente se, 2n — 1 € composto.

Problema 17 (OBM/2023 — Adaptada): Resolva o sistema de equagoes:

x?—x=yz

y2 —y =zx

z2—z=xy

Problema 18 (OBM/2022 - Adaptada): Os nimeros reais a, b, ¢ sdo diferentes de zero e
cumprem o seguinte sistema de equagoes:

a+ab=c

b+bc=a

c+ca=>b
(a) Determine os possiveis valores de abc.

(b) Resolva o sistema.

Problema 19: A sequéncia {x,,} ¢ definida por x; =4, x, =19 e, para cadan > 2:
X2

Xn+1 =

Xn—1

Prove que x,, — 1 € sempre um multiplo de 3.



Problema 20: Scja {a,} _, uma sequénciacom aq =1, a, =4 e, paratodon > 1:
nz

a, = \/ An—10n+1 +1

Prove que 2a,a,_; + 1 é um quadrado perfeito, para todo inteiro positivo n.

Problema 21: Determine todas as fungdes f: Q — R tais que:

f) - fD <(x=»?;VxyeQ

Problema 22 (China - Adaptado): Dado um natural n > 1, prove que existem 2n inteiros
positivos distintos a¢,a,,...a,,b1,by,...b, tais que:

agta,+..ta,=b;+b,+..+b,

n

>n
+b, 2024

n—1>
im1 i

Problema 23 (Peru EGMO TST/2019): Defina a sequéncia ag, aq, ay, ..., Aypq9 de

ai

no2019°

numeros reais recursivamente por ag = 1,a,,1 =a para todon =0,1,...,2018.

1
Prove que asp19 < E < aso1s:
, . 1
Problema 24: Os niimeros xq, X, ..., X1qg S30 tais que x; = ¢, para todo1 <n <99,
Xpy1 =1 —x1x5..,
Prove que x99 > 0,999.

Problema 25: Seja (an):)_1 uma sequéncia tal que a; =5 e, para todo n > 1 inteiro:

a

an+1 = 2
a,—4a,+6

Determine o valor do maior inteiro menor do que @,y .



