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A seguir estudaremos técnicas importantes na resolu¢do de problemas teoricamente voltados a Combinatdria, porém dentro
do universo da Teoria dos Nimeros. Muitos desses problemas estio relacionados a fatoracdo em primos, divisores comuns
e conjuntos satisfazendo propriedades particulares. Também encontraremos problemas em que precisaremos construir ou
exibir exemplos de conjuntos. Dentre as técnicas ou ideias mais comuns que utilizaremos para resolver esses problemas,
estdo a Inducdo Finita, Contagem Dupla, Principio da Casa Dos Pombos, Fatoragdo em primos, Divisibilidade, Principio
Extremo. Também alguns problemas classicos serdo uteis para construir ideias mais complexas e resolver outros problemas.

Problema 01. Seja n um inteiro positivo. Dado o conjunto 4 = {1,2, ..., 2n}, mostre que em todo subconjunto de A com pelo
menos n + 1 elementos existem dois que sdo primos entre si.

Dica: Lembre-se que quaisquer dois inteiros consecutivos sdo primos entre si. Logo, é suficiente provarmos que escolhendo-
se n + 1 elementos de 4, sempre teremos pelo menos dois consecutivos.

Solucao: Considere a seguinte particdo do conjunto A em n conjuntos:

A={1,2}u{3,4}U--U{2n—1,2n},
de modo que os elementos do mesmo conjunto da parti¢do sejam consecutivos e, portanto, primos entre si. Pelo Principio
da Casa dos Pombos, qualquer subconjunto de A com pelo menos n + 1 contera dois elementos num mesmo conjunto da

particdo, o que resolve o problema.

Problema 02. Seja n um inteiro positivo. Dado o conjunto 4 = {1,2, ..., 2n}, mostre que em todo subconjunto de A com pelo
menos n + 1 elementos existem dois, digamos x e y, taisque x | y ou y | x.

Solucdo: Aqui utilizaremos um fato bastante conhecido e que podera ser utilizado em outros problemas:
Todo niimero natural n pode ser escrito na forman = 2* - b,comk > 0 e b impar.

O fato acima é justificavel diretamente pela fatoracdo de n em primos. Escrevendo n = 2¥ -39 .57 . .., podemos definir
b =3%9.5". .., eestd tudo resolvido.

Como usaremos este fato para resolver o nosso problema? Vamos pensar em b como a parte impar do natural n.
Considerando um elemento qualquer x € 4, escreveremos x = 2k . p. Vejaqueb € {1,3,5, ..., 2n — 1}, ou seja, admite apenas
n possibilidades. Dessa forma, escolhendo-se n + 1 elementos de A4, dois deles terdo a mesma parte impar, digamos x =
2k.bey=29-b.Sek < q,entdo x | y. Caso contrario, y | x.

Problema 03. Seja p um inteiro positivo. Prove que a quantidade de multiplos de p no conjunto {1, 2, ..., n} é exatamente

[n/pl.

Solugdo: Suponha que haja exatamente k multiplos de p no conjunto {1, 2, ..., n}, a dizer:

D, 2p, ..., kp.
Entdo,

kpSn<(k+1)p.'.ksg<k+1.'.k=EJ.
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Problema 04. Seja S um conjunto com n inteiros. Mostre que podemos escolher alguns deles de modo que a sua soma seja
multiplo de n.

Solucao: Seja S = {a,,a,, ..., a,}. Considere as n somas:

ST = a4,
S; = a4 + a,,

Sn=a1+a2+"'+an.

Se alguma dessas somas for multiplo de n, o problema est4 resolvido. Caso contrario, cada uma delas deixara resto 1, 2, ...,
n — 1 na divisdo por n. Novamente, pelo Principio da Casa dos Pombos, como ha apenas n — 1 restos possiveis, duas das n
somas deixardo o mesmo resto na divisao por n, digamos s; e s;, com i < j. Dessa forma, s; — s; = a;44 + -+ + a; € multiplo
de n.

Problema relacionado: Mostre que todo nuimero natural possui um multiplo formado apenas pelos digitos
Oel.

Solucio: Considere n € N. Vamos mostrar que existe um multiplo de n formado apenas pelos digitos 0 e 1. Considere os n
numeros:
1
11
111
111..111

n1's
Se um deles for multiplo de n, o problema esta resolvido. Caso contrario, dois deles deixardo o mesmo resto na divisao por
n (pois cada um deles s6 podera deixar n — 1 restos possiveis na divisdo por n). Fazendo-se a diferenca entre estes dois
numeros, obteremos um multiplo de n, o qual serd da forma 111 ... 11000 ... 00.

Problema 05. Mostre que existem infinitos nimeros primos.
Solucao: Suponha, por absurdo, que o conjunto dos niimeros primos seja finito, digamos:
P = {p1,p2, -, Dic}:
Considere o nimero natural N = p;p, ...px + 1. Veja que N é maior que todos os nlimeros primos do conjunto P. Logo, N

ndo pode ser primo, mas devera ser divisivel por algum primo p. Como todos os primos aparecem no conjunto P, teremos
p = pj, para algum j. Além disso, p | p; - p; ... * Px- Portanto,

PIN=plp-pz- P +1apll,
o que é um absurdo. A conclusdo é que o conjunto dos nimeros primos ndo pode ser finito.
Problema 06. Mostre que, para todo inteiro positivo n = 2, existem n inteiros consecutivos

x+1L,x+2,...,x+n
que sao todos compostos.

Solucao: Para esse tipo de problema, em que devemos mostrar a existéncia de um dado conjunto, é suficiente mostrarmos
um exemplo que satisfaca o pedido. Neste caso, para cada n = 2, considere os numeros:

m+D!'+2,n+D'+3,...,(n+ DI+ (n+1).

Veja que, paratodo 2 < k < n+ 1, teremos (n + 1)! + k multiplo de k, portanto sera composto.

Problema 07. Considere um conjunto infinito de nimeros inteiros {a,, a,, as, ... } satisfazendo a seguinte propriedade:
Para quaisquer dois elementos distintos a; e a;, mdc(ai, aj) > 1.

a) Mostre que existe um nimero primo que divide infinitos elementos do conjunto.
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b) Verifique se existe um primo p que divida todos os elementos do conjunto.
Solugao: a) Para cada j = 2, seja p; um fator primo de mdc(a,, a;). Temos p; | a, e p; | a;. Entdo, a sequéncia infinita
D2, D3, P4y -

possui apenas uma quantidade finita de valores (caso contrario, p, teria infinitos divisores primos). Sejam q;, q5, ..., g todos
os fatores primos de a;.

Por outro lado, como a sequéncia é infinita, algum valor p devera aparecer infinitas vezes, ou seja, havera um primo p que
divide infinitos termos da sequéncia.

b) Nao é necessario que exista um primo p que divida todos os termos da sequéncia. Basta tomar o seguinte conjunto como
contraexemplo:

{6,15,10,10%,103,...}.
Os Unicos divisores primos desses termos sdo 2, 3 e 5. Nenhum deles divide todos os nimeros do conjunto.

Problema 08. Prove que, para todo inteiro n > 2, existe um conjunto S de n inteiros positivos tal que, para quaisquer dois
elementos distintos a e b, a diferenca a — b é um divisor comum de a e b.

a—bla e a—b|b

Solugao: Usaremos indugdo sobre n.
e Paran = 2, tomemos o conjunto {1, 2}.
¢ Suponha que o conjunto 4 = {a4, a,, ..., a; } satisfaga ao enunciado. Iremos construir, a partir de 4, um conjunto com k + 1
elementos que também satisfaca. Uma boa ideia é observarmos o que acontece com o conjunto A quando somamos uma
constante a cada elemento, a dizer:

A ={a,+ca,+c,..,a; +c}l
Para que a propriedade continue valendo, cada diferenca (a; + ¢) — (a]- + c) = a; — a; deve dividir a; + ¢ e a; + c¢. Mas, pela
hipdtese de indugdo, ja sabemos que a; — a; | a; e a; — a; | a;. Logo, a; — a; devera dividir c. Dessa forma, para que o conjunto
A’ satisfaca ao enunciado, é suficiente que ¢ seja qualquer muiltiplo comum de a4, a,, ..., a,. Para completarmos a indugéo,
basta definirmos o conjunto com (k + 1) elementos:

{c,ay +c,a,+¢c,..,a, +c},

Fazendo ¢ = mmc(ay, a,, ...ax). Perceba que a diferenca entre quaisquer dois elementos desse conjunto dividird ambos os
elementos.

Problema 09. (OBM - 2016 / Nivel 2) Seja a, = a > 1 um inteiro e, para n = 0, defina a,,; = 2% — 1. Mostre que o
conjunto dos divisores primos dos termos da sequéncia a,, € infinito.

Solucdo: Denote por p; o menor fator primo de a;. Perceba que p; é impar, paratodo i = 1. Além disso, a; sera relativamente
primo com todos os inteiros positivos menores que p;.

Vamos provar que p; < p, < - < p, < --~. Suponha que p;,; < p;, para algum i.

Temos:
Pis1 | Gy = 2% =1 2 2% = 1(mod py4).

Além disso, 2Pi+1~1 = 1(mod p;,,). Usaremos o seguinte fato:

Semdc(a,n) = 1 er, s sdo inteiros tais que a” = 1(mod n) e a® = 1(mod n), entdo a™*™S) = 1(mod n).
Com isso, podemos escrever 2M4¢(@Pi+1=1) = 1(mod p;,,). Mas, como p;4; — 1 < p; — 1 < p; e p; é 0 menor fator primo de
a;, entdo a; é relativamente primo com todos os inteiros positivos menores que p;. Em particular, teremos

mdc(a;, pi+1 — 1) = 1. Dessa forma, ficamos com 2! = 1(mod p;,,), 0 que é um absurdo.

Portanto, p; < p;;+1, para todo i, o que significa que a sequéncia de valores p; < p, < -+ é infinita.
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Problemas Propostos

01. Dado um inteiro positivo m, seja {x{,x,, ..., X,} um conjunto de inteiros positivos ndo excedendo m tais que, para
1,42 n
quaisquer dois elementos x; e x;, com i # j, mmc(xl-, xj) >m+ 1.

) ol mer

1 1 1 3
X, Xy X, 2

a) Mostre que

b) Mostre que

02. Determine se existe ou ndo uma sequéncia crescente de inteiros positivos (a;, a,, ...) com a seguinte propriedade: para
qualquer inteiro k, a sequéncia (a; + k, a, + k, ...) contém apenas um nimero finito de nimeros primos.

03. (USAMO - 1998) Prove que, para todo inteiro n > 2, existe um conjunto S de inteiros positivos tal que ab é divisivel por
(a — b)?, para quaisquer dois elementos distintos a, b € S.

04. (OBM - 2011 / Nivel 3) Existem 2011 inteiros positivos a; < a, < - <ay; tais que, para todo
1<i<j<2011,mdc(a;a)) =a;—a;?

05. E dada uma lista de n inteiros positivos, ndo necessariamente distintos, cuja soma é menor que 2n. Prove que, para
qualquer inteiro m nao excedendo a soma desses inteiros, podemos escolher alguns inteiros dessa lista cuja soma é igual a

m.

06. Seja S um conjunto infinito de inteiros tal que, para todo subconjunto finito de S, o maximo divisor comum de seus
elementos é maior que 1. Mostre que todos os elementos de S possuem um divisor comum maior que 1.

07. (BAMO - 2009) Um conjunto S de inteiros positivos é mdgico se, para quaisquer dois elementos distintos
i,jE€S, (i+j)/mdc(i,j) € S.Ache todos os possiveis conjuntos magicos.

08. (Treinamento Cone Sul - 2007) Seja A = {a; < a, < --- } uma sequéncia crescente de inteiros positivos em que o nimero
de fatores primos de cada termo, contando fatores repetidos, nunca é maior que 2007. Prove que é sempre possivel extrair
do conjunto A um subconjunto infinito

B={b; <b, <}

tal que o maximo divisor comum entre b; e b; € sempre o mesmo, para quaisquer naturais i # j.

09. Os numeros 1, 2, 3, .., 200 sdo divididos em 50 conjuntos. Mostre que pelo menos um desses 50 conjuntos contém trés
numeros distintos que podem ser medidas dos lados de um tridngulo.

10. Ache todos os inteiros positivos n para os quais o conjunto

A=1{13)5,..,2n—1}
possa ser particionado em 12 subconjuntos de modo que a soma dos elementos de cada subconjunto seja a mesma.
11. (Rioplatense 1999) Sejam p,, ps, ..., Px primos distintos. Considere todos os inteiros positivos que utilizam apenas esses
primos (ndo necessariamente todos) em sua fatoragdo em primos, formando assim uma sequéncia infinita

a; < a; << ay <
Demonstre que, para cada natural ¢, existe um natural n tal que

Apyq — Ay > C.

12. (Reino Unido - 1999) Para cada inteiro positivo n, seja S, = {1, 2, ..., n}.

a) Para que valores de n é possivel expressar S,, como a unido de dois subconjuntos nio vazios disjuntos tais que a soma dos
elementos de cada subconjunto é a mesma?

b) Para quais valores de n é possivel expressar S,, como a unido de trés subconjuntos nido vazios disjuntos tais que a soma
dos elementos de cada subconjunto é a mesma?
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13. Existem 10 inteiros distintos tais que a soma de quaisquer 9 deles é um quadrado perfeito?

14. (Olimpiada Balcanica - 1992) Um conjunto S de nimeros é chamado livre de somas se x + y # z, para quaisquer x,y,z €
S. Qual é o maior nimero de elementos que pode ter um subconjunto livre de somasde A = {1,2,3,...,2n + 1} ?

15. (Bielorrussia - 2000) Seja M = {1, 2, 3, ..., 40}. Ache o menor inteiro positivo n para o qual é possivel particionar M em
n subconjuntos disjuntos tais que, sempre que a, b e ¢ (ndo necessariamente distintos) pertencem ao mesmo subconjunto,

entdoa # b + c.

16. Seja n um inteiro positivo. Existe uma permutacdo (a4, a,, ..., a,) de (1,2, ...,n) tal que ndo existem indices i < k < j
para os quais a; = (a; +a;)/27?

17. (Cone Sul - 2010/6) Determine se existe uma sequéncia a,, a4, a,, ... de inteiros ndo negativos satisfazendo as seguintes
condicdes:

i) Todos os inteiros ndo negativos aparecem na sequéncia exatamente uma vez;
ii) A sequéncia b,, = a, + n,n = 0, é formada por todos os nimeros primos e cada um deles aparece exatamente uma vez.

18. (Cone Sul - 2017/5) Sejam a, b e c inteiros positivos. Trés sequéncias sdo definidas como segue:

‘ay =a,b; =b,c; =¢;
“Any1 = |@nbnl, buy1 = |bncyl € cryq = |cpay], paran = 1.

a) Prove que, para quaisquer a, b e c, existe um inteiro positivo N tal que ay = by = cy.
b) Ache o menor N tal que ay = by = cy, para alguma escolhadea,b e ctaisquea>2eb +c =2a— 1.

19. (Cone Sul - 2017/6) A sequéncia infinita a,, a,, as, ... de inteiros positivos é definida como segue: a; = 1 e, para cada
n = 2, a, é o menor inteiro positivo distinto de a,, a, ..., a,,_; tal que

an+ an_1+"'+ ’a2+1/a1

seja um inteiro. Prove que todos os inteiros positivos aparecem na sequéncia.

20. (Cone Sul - 2015/5) Determine se existe uma sequéncia infinita de inteiros positivos nio necessariamente distintos
a4, a,,as, ... tal que, para quaisquer inteirosm e n, com 1 < m < n, o inteiro a,,41 + a4z + -+ + a, ndo é divisivel por a; +
a; + -+ ap.



