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1 Razao Cruzada, Feixe de Retas, Projecao no Circulo

Definicao 1.1. Dados os pontos A, B, P e Q numa reta, a razao cruzada r(A, B; P, Q) é definida como
PA/PB : QA/QB, segmentos orientados.

Definigao 1.2. Agora, dado um ponto X fora dessa reta, definimos a razao cruzada para o feixe de
retas XA, XB, XP e XQ, como rX(A,B;P,Q), sendo a razao analoga para os senos dos angulos que
enxergam os segmentos correspondentes em 1(A, B; P, Q). Observe que T(A, B;P,Q) = rX(A, B;P, Q)

Teorema 1.3. Se uma reta corta um feixe X(A,B;P, Q) em pontos A’, B, P’, Q’, pelo resultado
anterior, r(A,B;P,Q) =r(A’,B’; P/, Q7).

Teorema 1.4. E se os pontos A, B, P, Q e X estiverem sobre um circulo, variando-se X, a conta
X(A, B; P, Q) nao se alteral

2 Divisao Harmonica, e coisas que implicam nisso

Definicao 2.5. Quando r(A,B;P, Q) = —1, diz-se que ha uma divisdo harmonica, ou ainda, que P e
Q dividem harmonicamente AB, e escreve-se h(A, B; P, Q).

Lema 2.6. Sendo AB um segmento, M médio de AB, e Pinf o ponto do infinito da reta AB, tem-se
h(A, B; M, Pinf).

Lema 2.7. Seja XAB um triangulo, e XP e XQ bissetrizes interna e externa, respectivamente. Temos
h(A,B; P, Q).

Teorema 2.8. Seja ABCD completo, de diagonais AC, BD e EF. As retas AC e BD dividem
harmonicamente a diagonal EF.
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Teorema 2.9. Seja P um ponto externo a um circulo, PC e PD segmentos tangentes ao circulo, e
uma secante PAB. CD corta AB em Q. Entao: h(A,B;C,D), e h(A,B;P, Q).

2.1 Problemas

Problema 2.1 (OBM2007) Seja ABCD quadrilatero convexo, P a intersec¢ao das retas AB e CD, Q
a interseccao das retas AD e BC, e O a intersecgao das diagonais AC e BD. Prove que se ZPOQ = 90°
entao PO é bissetriz de ZAOD e OQ ¢ bissetriz de ZAOB.

Problema 2.2 (USATST2011) Seja ABC um tridngulo escaleno e acutangulo, D, E e F pés das
alturas em BC, AC e AB respectivamente, H o ortocentro de ABC. P e Q estao sobre EF, de forma
que APperpEF, HQperpEF. As retas DP e QH se intersectam em R. Calcule a razao HQ/HR.

Problema 2.3 Seja P externo a um circulo, PAB uma secante a esse circulo, PC e PD segmentos
tangentes ao circulo. Seja DE corda paralela a AB. Prove que CE bissecta AB.

Problema 2.4 (OBM2006) Seja P um poligono convexo de 2006 lados. As 1003 diagonais de vértices
opostos e as 1003 retas que ligam os pontos médios de lados opostos sdo todas concorrentes no mesmo
ponto. Prove que os lados opostos sao todos paralelos e congruentes.

3 Polo e Polar, Dualidade e Teorema de Brokard

Definigao 3.1. (Inversao) Dado um circulo S de centro O e raio r, e um ponto P qualquer, define-se

inverso de P como P*, o ponto na semirreta OP tal que OP.OP* = 12.

Definigao 3.2. (Polar) A reta perpendicular a OP por P* é chamada de reta polar de P em relagao
aS.

Teorema 3.3. (La Hire) Se Q pertence a polar de P, entao P pertence & polar de Q.

Lema 3.4. Seja AB corda qualquer, e o pontos P e Q na reta AB. Temos h(A, B; P, Q) se, e somente
se, Q pertence a polar de P.

Teorema 3.5. (Brokard) Seja ABCD um quadrildtero inscritivel qualquer de centro O, sejam P, Q e
R as intersecgoes das diagonais do quadrildtero completo. Entao O é ortocentro de PQR. (triangulo
autopolar)

4 Teoremas de Pappus e Pascal
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Teorema 4.1. (Pappus) Os pontos A, B,C e A’,B’,C’ estdao em cada reta, r e s. Sejam X, Y e Z as
interseccoes de (AB’, A’B), (AC’,A’C) e (BC’,B’C), respectivamente. Entao X, Y e Z sao colineares.

Teorema 4.2. (Pascal) O hexdgono ABCA’B’C’ é ciclico. Sejam X, Y e Z definidos como antes.
Entao X, Y e Z sao colineares.

5 Mais Problemas

Problema 5.5 Sejam D, E e F pontos de tangencia do incirculo de ABC com os lados BC, AC e AB,
respectivamente. Seja M um ponto tal que o incirculo de BCM tangencia BC em D, e os lados BM
e CM em P e Q. Prove que as retas EF, BC e PQ sao concorrentes.

Problema 5.6 (IMO85) Um circulo de centro O passa pelos vértices A e C do tridngulo ABC, e
intersecta os lados BA e BC nos pontos K e N. Os circuncirculos dos triangulos ABC e KBN se
intersectam nos pontos B e M. Prove que ZOMB = 90°.

Problema 5.7 Seja ABC um tridangulo acutangulo de ortocentro H, e seja D o pé da altura de A. Seja
T um ponto sobre o circulo de diametro AH tal que o circuncirculo de BDT é tangente internamente
ao circulo de diametro AH. Seja N médio de AH. Prove que CN e BT sao perpendiculares.

Problema 5.8 Seja W o circuncirculo do triangulo ABC, e seja W’ um circulo que tangencia inter-
namente W no ponto T, e também tangencia os lados AB e AC do tridangulo nos pontos K e L (circulo
mixtilinear). Prove que o incentro de ABC é o ponto médio de KL.

Problema 5.9 (Teorema da Borboleta) Sejam AB, CD e PQ cordas de um circulo que se intersectam
em M, ponto médio de PQ. Seja X a intersecgao de AD e PQ, e Y a interseccao de BC e PQ. Prove
que M também é ponto médio de XY.

Problema 5.10 Seja ABC um tridngulo com incentro I, e pontos de tangencia D, E e F com incirculo.
As retas EF e BC se intersectam em K. Prove que IK é perpendicular a AD.

Problema 5.11 Seja ABC um tridngulo acutangulo, AD altura, e P um ponto sobre AD. As retas
BP e CP intersectam os lados AC e AB nos pontos E e F, respectivamente. Prove que ZEDP = ZPDF.

Problema 5.12 Seja ABC um triangulo de incentro 1. Seja D o pé da perpendicular de I a BC, e P
o pé da perpendicular de I a AD. Prove que PD bissecta o angulo ZBPC.

Problema 5.13 (IMO2014) Sejam P e Q pontos sobre o lado BC de um triangulo acutangulo ABC
tais que ZPAB = ZBCA e ZCAQ = ZABC. Sejam M e N pontos sobre AP e AQ respectivamente
tais que P é médio de AM e Q é médio de AN. Prove que a interseccao de BM e CN estd sobre o
circuncirculo de ABC.
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