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1 Resumo tedrico

1.1 Notacao assintética

Definigao 1. Sejam f,g: R — Ry. Dizemos que f = O(g) se existem constantes ¢, ng > 0 tal
que f(n) <c-g(n) para todo n > ng.
f = O(g) realmente significa que f ndo cresce mais rdpido que g, quando desconsideramos

constantes.
Exemplos:

e 3z +1=0(z), e também =z = O(3x + 1)
e 1000m? = O(m?), mas nao m® = O(1000m?)

o nlogn = O(n!00001)

Nota. De fato, O(g) ndo é uma funcgao, mas o conjunto de fung¢oes que g “domina”. Seria mais
preciso escrever f € O(g), mas vamos permitir esse abuso de notagdo nas contas para simplificar
0s argumentos.

Observe que com essa notacio é verdade que O(n) = O(n?), mas nao que O(n?) = O(n).

f(n) =0.

Definigao 2. Sejam f,g: Ry — Ry. Dizemos que f = o(g) se limy, 00 o]

Em outras palavras, f cresce estritamente mais devagar que g.
Exemplos:
e 1000m? = o(m?)

e nlogn = o(nt:00001)

Definicao 3. Sejam f,g : Ry — R,;. Escrevemos f ~ g se f(n) = g(n) + o(g(n)), ou ainda:

lim,, s % -1

Exemplos:
° n2 ~ n2 + 50”1’99

e > %] ~nlogn (log na base )

K3
Nota. As definigoes acima muitas vezes sao usada com fungoes que também podem atingir valores
negativos. Nesses casos, é normal considerar os valores absolutos das fungoes.

Definigao 4. Seja A C N. A densidade de A sobre N é igual a
#(AN{1,2,...,n})

se o limite existir.

1.2 Fatos uteis

Proposic¢ao 5 (Teorema do Nimero Primo).
Se m(n) é o numero de primos entre 1 e n, entdo m(n) ~
Se p,, é o n-ésimo primo, entao p,, ~ nlogn.

logn*

Proposicao 6 (Stirling).
n! ~ (%)n 2mn.

Uma forma levemente mais fraca: n! ~ nlogn — n.
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2 Problemas

Problema 1 (OBM 2020). Para a inteiro positivo, defina Fl(a) =1, F2(a) = a e, para n > 2,
Flo) = F,Ea_)l + F,(fi)Q Um inteiro positivo é fibondtico quando é igual a Fl para algum a inteiro
positivo e algum n > 3. Prove que existem infinitos niimeros inteiros que nao sao fibonaticos.

Problema 2 (OBM 2022). Sendo n inteiro positivo, defina S(n) como o menor inteiro positivo
tal que S(n) e n tém a mesma paridade, S(n) > n e tais que nao existam inteiros positivos
k,x1,xo,...,xk tais que x1 + T2 + - - + Tg :nex%+x§+~~+m% = S(n).

Prove que existem uma constante real ¢ > 0 e um inteiro positivo ng tal que S(n) > en®/? para
todo n > nyg.

al, o2 (75

Problema 3 (OBM 2015). Dado um natural n > 1 e sua fatoracdo em primos n = p{ p5® - - - pi*,
sua falsa derivada é definida por

04271

- -1
f(n) = aqp?? 1a2p2 PR

Prove que existem infinitos naturais n tais que f(n) = f(n — 1) + 1.

Problema 4 (K6MaL A863). Seja n > 2 um inteiro. Encontre o maior N tal que existem infinitos
conjuntos de IV inteiros consecutivos tais que nenhum deles tem um divisor positivo que é uma
poténcia perfeita n-ésima.

Problema 5 (USAMO 2014). Prove que existe uma constante ¢ > 0 com a seguinte propriedade:
Se a, b,n sao inteiros positivos tais que mdc(a +i,b+ j) > 1 para todo 4,5 € {0,1,...,n}, entdo

min{a,b} > c" - n?.
(Bénus: prove com n™ no lugar de ns.)

Problema 6 (China 2023). Prove que existe C > 0 tal que vale a seguinte afirmagéao:
Para qualquer progressao aritmética aq,as,as, ..., se 0 maximo divisor comum de a; e as é
livre de quadrados, entdo existe m < C - as? tal que a,, é livre de quadrados.

Problema 7 (China TST 2018). Dado um inteiro positivo k, dizemos que n é bom se entre os

(000 ()

pelo menos 0,99n deles sao divisiveis por k. Mostre que existe um inteiro positivo N tal que pelo
0,99N dos numeros 1,2,..., N sao bons.

Problema 8 (China TST 2015). Prove que n? + 1 é livre de quadrados para infinitos naturais n.

Problema 9 (Canad4 2020). Seja S = {1,4,8,9,16,...} = {n*|n,k € Z,k > 2} o conjunto das
poténcias perfeitas. Os elementos de S sdo ordenados em uma sequéncia crescente (a;). Prove que
existem infinitos n tais que 9999 | a1 — an.

Problema 10 (Zhautykov 2022). Um polinémio f(z) de coeficientes reais e grau maior que 1 é
dado. Prove que existem infinitos inteiros positivos que nao podem ser representados na forma

fn+1)+ f(n+2)+---+ f(n+ k),
com n e k inteiros positivos.

Problema 11 (Zhautykov 2023). Sejam a1, as, - - ,ax naturais quaisquer. Seja S(n) o nimero de

solugGes inteiras nao negativas da equagio a1 +asxa+- - -+arxr = n. Suponha que S(n) # 0 para

todo n grande o suficiente. Mostre que para todo n suficientemente grande vale S(n + 1) < 25(n).
(Bénus: prove com 1,0001 no lugar de 2.)

Problema 12 (Ibero 2023). Seja P um polindmio de grau maior ou igual a 4 com coeficientes
inteiros. Um inteiro positivo x chama-se P-representdvel se existem numeros inteiros a e b tais que
x = P(a) — P(b). Demonstre que, se para todo N > 0, mais da metade dos inteiros do conjunto
{0,1,..., N} sdo P-representdveis, entdo todos os inteiros pares sdo P-representdveis ou todos os
inteiros impares sao P-representéveis.

Problema 13 (Sudoeste Chinés 2020). Ordene todos os inteiros positivos livres de quadrados em
ordem crescente a1, as,as,...,a,. Prove que existem infinitos inteiros n, tais que a,1 —a,, = 2020.
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