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1 Teorema de Erdos-Szekeres

Defini¢ao 1.1. O nimero de Ramsey R(s,t) é menor n € N tal que toda 2-coloracio das arestas de
Kn com as cores azul e vermelha contém uma copia azul de Kg ou uma copia vermelha de K. Em
particular, escrevemos R(k,k) = R(k).

Em 1935, Erdos e Szekeres apresentaram o seguinte resultado para o nimero de Ramsey diagonal:

Teorema 1.2. (Erdos-Szekeres, 1935) Para todo k > 1, temos

2k—2 4k
R0 < (3 27) = o

Eles também provaram um resultado andlogo para o nimero de Ramsey fora da diagonal:

Teorema 1.3. (Erdds-Szekeres, 1935) Para todos s,t > 1, temos

s+t—2
s—1 /)°

Ris0) < (
Os resultados seguem por indugao a partir da seguinte desigualdade:

Teorema 1.4. Seja R(a,b) o nimero de Ramsey. Entao

R(a,b) < R(a—1,b)+R(a,b—1).
Como corolério, obteve-se a primeira cota superior para R(3,k):

Corolario 1.5. Para k > 1 temos

K41
e (41,

Observagao: também podemos obter a cota superior quadratica por meio de um algoritmo guloso.
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2 Meétodo Probabilistico

Com o desenvolvimento do método probabilistico, inicialmente apresentado por Paul Erdds em
1947, avancos significativos foram realizados no problema de estimar R(3, k).

2.1 Meétodo da Alteracao

O método da alteragdo é uma técnica dentro do método probabilistico. Em poucas palavras, nem
sempre uma construcao aleatéria nos da o exemplo que procuramos para resolver o problema. Mas
pode ser que consigamos uma construcao préxima do desejado. Entao, podemos alterar de alguma
maneira, por exemplo removendo vértices ou arestas, do exemplo obtido de modo a obter o exemplo
com as propriedades desejadas.

Para demonstrar a nova cota para R(3,k), o seguinte resultado é util:

Teorema 2.6. Seja p =p(n) € (0,1). Entao

x(G(n,p)) < 28T

com alta probabilidade.

Teorema 2.7. (Erdds, 1959) Existe ¢ > 0 tal que

para todo k € N suficientemente grande.

2.2 Desigualdade de Erdos-Tetali

Em 1961, Erdés apresentou a seguinte melhora

Teorema 2.8. (Erdds, 1961) Existe ¢ > 0 tal que

R(3,k) >

(logk)?’

Em 1995, Krivelevich apresentou uma nova demonstracao para este resultado, usando uma de-
sigualdade provada por Erdos e Tetali em 1990:

Teorema 2.9. (Erdos-Tetali, 1990) Seja A = {A1,A2,...,An} um conjunto de eventos em algum
espago de probabilidade e, para todo t € N, denote por & o evento em que ocorrem todos os eventos
de algum conjunto de t eventos independentes em A. Entao

t

PIE) < o > FAY
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2.3 Lema Local de Lovasz

Em 1977, Spencer encontrou uma prova do teorema 2.8 usando o Lema Local de Lovéasz, desen-
volvido por Lovéasz e Erdos em 1975.

Definigao 2.10. Um grafo de dependéncia para uma colegao de eventos A = {A1,Ay,...,An} é um
grafo G com conjunto de vértices A e com a seguinte propriedade: para cada A; € A, os eventos em

Ng(Ai) == V(G) \ Ng(Aj)

sao mutuamente independentes.

Teorema 2.11. (Lema Local de Lovész) Seja G um grafo de dependéncia para um conjunto de eventos

A S
¢ 1

PA) < —————
(A) = e(A(G) +1)
para cada A € A, entao
P([)A|>o0.
AcA

Teorema 2.12. (Lema Local de Lovédsz Assimétrico) Seja G o grafo de dependéncia dos eventos

A1, Az, ..., An. Se existem nimeros 0 < x1,X2,...,Xn < 1 tais que
PA)<x [] (1—%)
HEE(G)

para todo 1 € [n], entdo
n

n
Pl AS] =[O0 —x) >o.
1 i=1

i=

3 Teorema de Ajtai, Komlés e Szemerédi

O proximo grande avanco se deu pela melhora no limitante superior de Erdds-Szekeres. Em 1980,
Ajtai, Komlos e Szemerédi provaram o seguinte resultado:

Teorema 3.13. (Ajtai, Komlds e Szemerédi, 1980) Para k suficientemente grande temos

8k?
R(3,k) < .
(3,k) < logk

O passo principal na prova é o seguinte teorema:

Teorema 3.14. (AKS, 1980) Se G é um grafo livre de triangulos com grau maximo d, entao

«(G) > %logd.
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Shearer apresentou uma demonstracao belissima para o teorema acima. Além disso, utilizando
outro método, melhorou o resultado acima, trocando % por 1+ o(1), obtendo assim a cota abaixo
para R(3,k):

Teorema 3.15. (Shearer, 1983) Para k suficientemente grande temos
2
logk’

R(3,k) < (T+0(1))

4 Resultados mais recentes

Entre 1980 e 1983, outros matematicos, como Griggs, melhoraram a constante na cota superior de
R(3, k), mas Shearer foi quem obteve a melhor cota, a qual permanece sendo a melhor que se conhece.

Quanto a cota inferior, em 1995 Kim fechou a ordem de grandeza do problema mostrando que a
magnitude de R(3,k) é de fato k?/logk:

Teorema 4.16. (Kim, 1995) Exite uma constante ¢ > 0 tal que
kZ

R(3,k) = (e +o(1))7—,

log k

quando k — oo.

Finalmente em 2020, Fiz Pontiveros, Griffths e Morris (e de forma independente Bohman e Keevash
em 2021), ajustaram a constante acima para %, obtendo assim o melhor resultado conhecido. Eles
utilizaram o chamado triangle-free process. Dessa forma, as melhores cotas conhecidas sao:

Teorema 4.17. Para k suficientemente grande temos

1 kZ kz
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