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Figura 1: Versão do logotipo da OBM com uma corrente de 6 ćırculos. Os
números representam a curvatura (inverso do raio) de cada ćırculo.

O logotipo da Olimṕıada Brasileira de Matemática consiste em uma
corrente de Steiner de n ćırculos (n = 5) coloridos, todos tangentes a um
dado ćırculo interno e a um externo. Neste artigo, mostraremos que com
n = 6 (e, também, com n = 4 ou n = 3, mas não com n = 5), é posśıvel
obter figuras em que os raios de todos os ćırculos são racionais. Estudaremos
algumas propriedades interessantes dessas construções no que diz respeito à
álgebra, à geometria e até à teoria dos números. Por exemplo, na Figura 1,
note que as somas das curvaturas de ćırculos opostos coincidem (9 + 33 =
12 + 30 = 18 + 24 = 3(19 − 5)), as retas que passam pelos centros ←−→c9c18
e ←−−→c12c24 são paralelas e os 6 ćırculos coloridos têm curvaturas múltiplas de
3. Por fim, mostraremos que essa construção se estende como um fractal,
permitindo o empacotamento de infinitos ćırculos de curvaturas inteiras.

Obviamente, se encontrarmos uma corrente de Steiner em que os raios
de todos os ćırculos são racionais, suas curvaturas também serão racionais e,
multiplicando as curvaturas pelo denominador comum, obtemos uma versão
em escala da figura com todas as curvaturas inteiras. É conveniente defi-
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nir a curvatura do ćırculo externo com sinal negativo, simbolizando que o
“interior” deste ćırculo é, na verdade, a parte exterior da figura, contendo
o ponto do infinito. Dessa forma, os interiores de todos os 8 ćırculos na
Figura 1 são disjuntos.

1 Propriedades Algébricas

Uma corrente de Steiner, como o logotipo da OBM, pode ser constrúıda
aplicando-se uma inversão a uma figura originalmente simétrica, como já
detalhado em um artigo da 4a edição da Revista Eureka! [1]. A Figura 2
mostra essa configuração original para uma corrente de 6 ćırculos. Para as
equações, será conveniente trabalhar no plano complexo. Definindo a raiz

sexta da unidade ω = e
2πi
6 , os 6 ćırculos da corrente são posicionados com

centros em ωk, para k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Eles têm raio 1/2, assim como o
ćırculo interior, enquanto que o ćırculo exterior possui raio 3/2. No caso
geral, os raios dos n ćırculos da corrente são sen π

n , enquanto que o raio do
ćırculo interno é 1− sen π

n e o do ćırculo externo 1 + sen π
n .

1

ωω2
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ω4 ω5

z

Figura 2: Disposição inicial simétrica de n = 6 ćırculos. O centro de inversão
z = 3

13 −
1
26

√
3 i foi utilizado para obter Figura 1.

Vamos posicionar o centro de inversão z no interior do ćırculo interno da
Figura 2. Dessa forma, a inversão levará o ćırculo interno da Figura 2 no
ćırculo externo da Figura 1, e vice-versa. Por exemplo, o centro de inversão
z = 3

13 −
1
26

√
3 i permite a obtenção das curvaturas inteiras mostradas na

Figura 1.
Para estudar a inversão de um ćırculo, considere a Figura 3. Ao aplicar
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uma inversão de centro z e raio de inversão ρ, o ponto x é levado em x′ que

satisfaz |x′ − z| = ρ2

|x−z| . Da mesma forma, y é levado em y′ que satisfaz

|y′ − z| = ρ2

|y−z| . O raio do novo ćırculo r′ = (|x′ − z| − |y′ − z|) /2 é então

w

r

v

r′

z

yx y′ x′

Figura 3: Inversão de um ćırculo.

r′ =
1

2

(
ρ2

|z − w| − r
− ρ2

|z − w|+ r

)
=

ρ2r

|z − w|2 − r2
(1)

Da mesma forma, podemos calcular a posição do centro do novo ćırculo
v (que não é resultado da inversão do centro original w). Uma homotetia
de centro z e razão r′/r leva w em v, de forma que

v = z +
r′

r
(w − z) (2)

Usando essas fórmulas, podemos obter os seguintes teoremas sobre a cor-
rente de Steiner resultante. A notação Sn[ae, ai; b0, . . . , bn−1] é usada para
se referir a uma corrente de Steiner cujos n ćırculos possuem curvaturas
b0, . . . , bn−1, nesta ordem, sendo ae e ai as curvaturas dos ćırculos externo e
interno. Em geral, cada corrente possui 4n tais representações, já que pode-
mos escolher o ćırculo inicial da corrente, o sentido de rotação na corrente e
a ordem entre ae e ai.

Teorema 1. (Correntes de Steiner de 6 ćırculos) Uma corrente de Steiner
de 6 ćırculos com curvaturas dadas por S6[ae, ai; b0, b1, b2, b3, b4, b5] satisfaz:

b0 + b3 = b1 + b4 = b2 + b5 (3)

b0 + b2 + b4 = b1 + b3 + b5 (4)

b0 + b1 + b2 + b3 + b4 + b5 = 9(ae + ai) (5)

b20 + b21 + b22 + b23 + b24 + b25 =
81

4
(ae + ai)

2 + 9aeai (6)
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Demonstração. Como todas as equações a serem provadas são homogêneas,
podemos assumir sem perda de generalidade que o raio de inversão é ρ = 1.
As curvaturas podem ser diretamente calculadas invertendo a equação (1).

Para o ćırculo externo, usamos w = 0 e r = 1/2, obtendo

ae = 2|z|2 − 1

2

Note que escolhemos um ponto z interior ao ćırculo interno, de modo
que |z| < 1/2 e a equação para ae satisfaz a convenção ae < 0. Vamos a
seguir calcular as outras curvaturas em função do valor de ae. Para o ćırculo
interno, usamos w = 0 e r = 3/2, para obter

ai = −
2

3
|z|2 + 3

2
=

4− ae
3

Aqui, tivemos que realizar uma mudança de sinal, já que |z| < 3/2, mas
a curvatura do ćırculo interno ai precisa ser positiva.

Para os 6 ćırculos restantes, utilizamos w = ωk e r = 1/2, de forma que

bk = 2
∣∣∣z − ωk

∣∣∣2 − 1

2
= 2

(
z − ωk

)(
z − ωk

)
− 1

2

Usando zz = |z|2 e ωω = |ω|2 = 1, obtemos

bk = ae + 2− 2
(
ωkz + ωkz

)
(7)

Para obter as equações (3) e (5), basta usar ωk +ωk+3 = 0 para calcular

bk + bk+3 = 2ae + 4 = 3(ae + ai)

Analogamente, usando ωk+ωk+2+ωk+4 = 0, a equação (4) segue. Resta
provar a equação (6). Temos

5∑
k=0

b2k =
5∑

k=0

(
(ae + 2)2 − 4(ae + 2)

(
ωkz + ωkz

)
+ 4

(
ωkz + ωkz

)2)

Como
∑5

k=0 ω
k = 0, o termo do meio é nulo. E como

∑5
k=0 ω

2k = 0, o
último termo se reduz a

5∑
k=0

4
(
ωkz + ωkz

)2
= 6 · 8|z|2 = 24ae + 12

Assim, temos

5∑
k=0

b2k = 6(ae + 2)2 + 24ae + 12 = 6a2e + 48ae + 36
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Por outro lado, o lado direito da equação (6) vale

9(ae + 2)2 + 3ae(4− ae) = 6a2e + 48ae + 36

Note que, se fixarmos as curvaturas ae e ai dos ćırculos externo e interno,
as equações (3)-(6) são 5 equações envolvendo as 6 variáveis b0, . . . , b5. As-
sim, há apenas 1 grau de liberdade restante para determinar essas 6 cur-
vaturas. Intuitivamente, isso faz sentido, uma vez que fixados os ćırculos
externo e interno, a posição de um ćırculo na corrente determina a posição
dos demais. Perceba que, mesmo sem fixar ae e ai, as equações (3) e (4) já
impõem 3 condições sobre as 6 variáveis b0, . . . , b5, restando apenas 3 graus
de liberdade para escolhê-las.

É posśıvel demonstrar que a fórmula equivalente à equação (5) para
correntes com n = 5 ćırculos é

b0 + b1 + b2 + b3 + b4
5

=
cos2 π

5

sen2 π
5

· ae + ai
2

=

(
1 +

2√
5

)
ae + ai

2

o que imediatamente implica que no caso n = 5 não há soluções em que as
7 curvaturas sejam inteiras. Na verdade, algo mais forte pode ser provado.

Exerćıcio 1. Mostre que na corrente S5[ae, ai; b0, b1, b2, b3, b4], as 5 curva-
turas b0, b1, b2, b3, b4 só podem ser todas racionais se elas forem iguais.

Talvez ainda mais surpreendente que as equações apresentadas no Te-
orema 1 seja o fato de que elas continuam válidas quando as curvaturas
são substitúıdas pelos produtos entre curvatura e o número complexo que
representa o centro de cada ćırculo.

Teorema 2. (Correntes de Steiner de 6 ćırculos: centros) Uma corrente de
Steiner S6[ae, ai; b0, b1, b2, b3, b4, b5] cujos centros dos ćırculos são dados por
ze, zi; z0, z1, z2, z3, z4, z5 no plano complexo satisfaz:

b0z0 + b3z3 = b1z1 + b4z4 = b2z2 + b5z5 (8)

b0z0 + b2z2 + b4z4 = b1z1 + b3z3 + b5z5 (9)

b0z0 + b1z1 + b2z2 + b3z3 + b4z4 + b5z5 = 9(aeze + aizi) (10)

b20z
2
0 + b21z

2
1 + b22z

2
2 + b23z

2
3 + b24z

2
4 + b25z

2
5 =

81

4
(aeze + aizi)

2 + 9aeaizezi (11)
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Demonstração. A equação (2) pode ser escrita como

1

r′
v =

1

r′
z +

1

r
(w − z)

A partir dela, podemos calcular os produtos para o ćırculo externo

aeze = (ae − 2)z

e para o ćırculo interno

aizi =

(
ai +

2

3

)
z

Para os ćırculos da corrente, temos

bkzk = bkz + 2
(
ωk − z

)
de forma que

bkzk + bk+3zk+3 = 3(ae + ai)z − 4z = 3(aeze + aizi)

Isso demostra as equações (8) e (10). Similarmente, para demonstrar
(9), fazemos

bkzk + bk+2zk+2 + bk+4zk+4 =
9

2
(ae + ai)z − 6z =

9

2
(aeze + aizi)

Resta demonstrar (11). Temos

5∑
k=0

b2kz
2
k =

5∑
k=0

(
b2kz

2 − 4bkz
2 + 4bkω

kz + 4z2
)

A partir de (7), é posśıvel mostrar que

5∑
k=0

bkω
k = −12z

ρ2
= −3(3ai + ae)z

de forma que

5∑
k=0

b2kz
2
k =

(
81

4
(ae + ai)

2 + 9aeai − 36(ae + ai)− 12(3ai + ae) + 24

)
z2

5∑
k=0

b2kz
2
k =

(
81

4
(ae + ai)

2 + 9aeai − 48ae − 72ai + 24

)
z2

Já o lado direito de (11) é igual a(
81

4

(
ae − 2 + ai +

2

3

)2

+ 9(ae − 2)

(
ai +

2

3

))
z2

=

(
81

4
(ae + ai)

2 + 9aeai − 48ae − 72ai + 24

)
z2
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2 Propriedades Geométricas

Vamos agora usar as propriedades fornecidas pelos Teoremas 1 e 2 para
inferir aspectos geométricos da corrente mostrada na Figura 1. A Figura 4
mostra uma versão rotacionada da mesma corrente, com escala ajustada de
forma que o ćırculo externo seja unitário.

Essa figura tem muitas propriedades geométricas interessantes. Por
exemplo, representando por cm o centro do ćırculo de curvatura m, te-
mos que as retas ←−−→c−5c12 e ←−−→c30c33 são paralelas, assim como o par de retas
←−−→c−5c9 e ←−−→c18c30, e também o trio de retas ←−−→c−5c30,

←−→c9c18 e ←−−→c12c24. Interessan-
temente, o paralelismo das retas ←−→c9c18 e ←−−→c12c24 decorre diretamente do fato
de que esses dois pares de ćırculos vizinhos apresentam razão 2 entre eles:
18/9 = 24/12 = 2. Surpreendentemente, outras propriedades geométricas
de interesse também decorrem desse fato, como mostraremos no Teorema 4.

Definição 3. Uma corrente de Steiner de 6 ćırculos é chamada pareada se
puder ser representada como S6[ae, ai; b0, b1, b2, b3, b4, b5] com

b1
b0

= b4
b5

= 2.

Na verdade, usando as equações (3) e (4), encontramos condições sufici-
entes mais fracas para que uma corrente seja pareada.

Exerćıcio 2. Mostre que se uma corrente S6[ae, ai; b0, b1, b2, b3, b4, b5] satis-
faz b1

b0
= b4

b5
com b0 ̸= b5, ela é pareada.

Exerćıcio 3. Mostre que se uma corrente S6[ae, ai; b0, b1, b2, b3, b4, b5] satis-
faz b1

b0
= 2, ela é pareada.

-5

19

918

30

33

24 12

Figura 4: Versão rotacionada da Figura 1, onde os centros dos ćırculos são
dados por c−5 = 0, c19 = − 8

19 −
4
57

√
3 i, c9 =

2
9 +

2
9

√
3 i, c18 = −11

18 +
2
9

√
3 i,

c30 = −5
6 , c33 = −

26
33 −

2
11

√
3 i, c24 = −13

24 −
1
3

√
3 i, c12 =

1
12 −

1
3

√
3 i.
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Teorema 4. (Correntes pareadas) Uma corrente de Steiner de 6 ćırculos
S6[ae, ai; b0, b1, b2, b3, b4, b5] pareada com b1

b0
= b4

b5
= 2 cujos ćırculos são cha-

mados Ce, Ci;C0, C1, C2, C3, C4, C5 com centros ze, zi; z0, z1, z2, z3, z4, z5 sa-
tisfaz as seguintes propriedades geométricas:

1. A reta ←−→z0z1 e a reta ←−→z4z5 são paralelas.

2. O ponto de tangência T0,1 entre C0 e C1 e o ponto de tangência T4,5

entre C4 e C5 formam uma reta
←−−−→
T0,1T4,5 perpendicular às retas ←−→z0z1 e

←−→z4z5 e, portanto, tangente aos 4 ćırculos.

3. A reta
←−−−→
T5,0T2,3 definida analogamente é paralela às retas ←−→z0z1 e ←−→z4z5.

4. Sendo P1 o outro ponto de interseção da reta ←−→z0z1 com C1 e P4 o

outro ponto de interseção da reta ←−→z4z5 com C4, a reta
←−→
P1P4 contém os

centros z2 e z3.

Demonstração. Primeiro vamos provar que se uma inversão leva um ćırculo
da corrente em outro, essa inversão necessariamente preserva o ćırculo in-
terno e o ćırculo externo tangente a ambos. Tal inversão precisa estar cen-
trada no centro homotético externo E dos dois ćırculos (vide Figura 5).

E

P
Q

P ′

Q′

O1 O2

T1

T2

Figura 5: Inversão de centro E transforma P ↔ P ′ e Q↔ Q′.

Imagine que traçamos uma reta qualquer pelo ponto E, que intersecta os
dois ćırculos nos pontos P , Q, Q′ e P ′. Existe uma inversão de centro E que
leva P em P ′ e Q em Q′ (pares anti-homólogos). E existe uma homotetia
de centro E que leva P em Q′ e Q em P ′ (pares homólogos).

Os triângulos PO1Q e Q′O2P
′ são isósceles (raios) e semelhantes, já que

a homotetia leva um no outro. Logo, as retas
←−→
PO1 e

←−→
P ′O2 se encontram

em um ponto T2 tal que o triângulo PT2P
′ é isósceles. Assim, existe um

ćırculo centrado em T2 que tangencia os dois ćırculos nos pontos P e P ′.
O mesmo argumento prova que existe um outro ćırculo tangente aos dois
ćırculos originais em Q e Q′. Como a inversão transforma P ↔ P ′ e Q↔ Q′

e preserva tangências, conclúımos que a inversão precisa preservar o ćırculo
interno e o externo.
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Aplicamos essa conclusão ao teorema da seguinte forma. Seja E o centro
homotético externo1 dos ćırculos C0 e C5 (vide Figura 6). A inversão IE
de centro E que transforma C0 ↔ C5 é tal que Ce ↔ Ce e Ci ↔ Ci. Mas,
fixando-se os ćırculos externo e interno, a posição de um ćırculo da corrente
determina as posições dos outros. Logo, IE transforma C1 ↔ C4 e C2 ↔ C3.
Assim, o ponto E também é o ponto homotético externo dos ćırculos C1 e
C4. Dessa forma, uma homotetia HE de centro E e razão b5

b0
= b4

b1
leva C5

em C0 e C4 em C1, o que implica que as retas ←−→z0z1 e ←−→z4z5 são paralelas.

z0

z1

z2z3
z4

z5

zi

ze

E

R

T4,5 T0,1

T5,0

T2,3
P1

P4

Figura 6: Uma inversão IE de centro E transforma Ce ↔ Ce, Ci ↔ Ci,
C0 ↔ C5, C1 ↔ C4 e C2 ↔ C3. Uma inversão negativa IR de centro R
transforma Ci ↔ Ce, C0 ↔ C3, C1 ↔ C4 e C2 ↔ C5.

Agora note que tanto a homotetia HE quanto a inversão IE precisam
levar o ponto de tangência T4,5 no ponto de tangência T0,1. Mas a homotetia
leva um ponto de um ćırculo em seu par homólogo, enquanto que a inversão
leva em seu par anti-homólogo, de forma que elas só podem coincidir nos
pontos de tangência. Assim, a reta que passa por E, T4,5 e T0,1 precisa
tangenciar os 4 ćırculos, sendo perpendicular às retas ←−→z0z1 e ←−→z4z5.

Agora, usamos as equações (3), (5), (8) e (10) para definir o ponto R
como

R =
b0z0 + b3z3
b0 + b3

=
b1z1 + b4z4
b1 + b4

=
b2z2 + b5z5
b2 + b5

=
aeze + aizi
ae + ai

Esse ponto R é, por definição, o centro homotético interno dos pares
(C0, C3), (C1, C4) e (C2, C5). Três homotetias de centro R e razão negativa
− b0

b3
, − b1

b4
ou − b2

b5
podem ser usadas para levar C0 em C3, C1 em C4, ou C2

em C5, respectivamente. Enquanto que uma homotetia de centro R e razão
positiva − ai

ae
leva Ci em Ce.

1Assumimos aqui b0 ̸= b5. O caso b0 = b5 precisa ser tratado separadamente.
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Além disso, existe uma “inversão negativa” (inversão composta com re-
flexão) IR de centro R que transforma Ci ↔ Ce. A inversão negativa IR
precisa levar a corrente de 6 ćırculos em uma outra corrente de 6 ćırculos,
sendo que as retas que unem seus centros ao ponto R precisam ser preserva-
das. A única possibilidade é que a inversão negativa IR transforma C0 ↔ C3,
C1 ↔ C4, C2 ↔ C5.

Agora note que uma homotetia de centro R e razão − b1
b4

leva C1 em C4,
enquanto que uma homotetia de centro T5,0 com a mesma razão negtiva

− b0
b5

= − b1
b4

leva C0 em C5. Assim, a reta
←−−→
RT5,0 precisa ser paralela às retas

←−→z0z1 e ←−→z4z5. Mas a inversão negativa IR leva T5,0 em T2,3. Logo, a reta
←−−−→
T5,0T2,3 é paralela às retas ←−→z0z1 e ←−→z4z5.

A seguir, usamos o fato de que a inversão IE mantém fixos T5,0 ↔ T5,0

e T2,3 ↔ T2,3 para concluir que esses dois pontos estão à mesma distância

de E e, portanto, à mesma distância da reta
←−−−→
T0,1T4,5, que é perpendicular

a
←−−−→
T5,0T2,3 e passa por E. Por fim, note que, como b1

b0
= b4

b5
= 2, T0,1 é o

ponto médio entre z0 e P1 e, similarmente, T4,5 é o ponto médio entre z5 e

P4. Assim, a reta
←−→
P1P4 é a reflexão da reta←−→z0z5 em relação à reta

←−−−→
T0,1T4,5 e,

portanto, contém o ponto T2,3 e o ponto E. Como a inversão IE transforma

C2 ↔ C3, conclúımos que essa reta
←−→
P1P4 contém também os centros z2 e z3.

3 Propriedades Numéricas

Agora vamos estudar o problema de encontrar correntes de Steiner de 6
ćırculos S6[ae, ai; b0, b1, b2, b3, b4, b5] com todas as curvaturas inteiras. Para
tanto, procuramos soluções inteiras para as equações (3), (4), (5) e (6).
Como b0 + b2 + b4 = 9

2(ae + ai), precisamos ter ae + ai ≡ 0 (mod 2). Além
disso, temos o seguinte resultado sobre as curvaturas módulo 3.

Teorema 5. (Módulo 3) Uma corrente de Steiner S6[ae, ai; b0, b1, b2, b3, b4, b5]
em que todas as 8 curvaturas são inteiras precisa satisfazer b0 ≡ b1 ≡ b2 ≡
b3 ≡ b4 ≡ b5 ≡ 0 (mod 3).

Demonstração. A equação (6) exige que

b20 + b21 + b22 + b23 + b24 + b25 ≡ 0 (mod 9) (12)

Além disso, pelas equações (4) e (5), precisamos ter

b0 + b2 + b4 = b1 + b3 + b5 ≡ 0 (mod 9) (13)

e, pelas equações (3) e (5), precisamos ter

b0 + b3 = b1 + b4 = b2 + b5 ≡ 0 (mod 3) (14)
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Provaremos que essas condições só podem ser satisfeitas se todos os bk
forem múltiplos de 3. Por (14), sabemos que b20+b23 só pode ser congruente a
0 ou 2 módulo 3. Analogamente para b21+ b24 e b22+ b25. Por (12), precisamos
ter todos os b2k congruentes a 0 módulo 3 ou todos os b2k congruentes a 1
módulo 3.

Suponha, por absurdo, que exista uma solução em que os bk não são
todos múltiplos de 3. Então nenhum deles pode ser múltiplo de 3. Por
(13), descobrimos que precisamos ter b0 ≡ b2 ≡ b4 (mod 3) e b1 ≡ b3 ≡ b5
(mod 3). Sem perda de generalidade, podemos assumir b0 ≡ b2 ≡ b4 ≡ 1
(mod 3) e b1 ≡ b3 ≡ b5 ≡ −1 (mod 3).

Escrevendo b0 = 3u0 + 1, b2 = 3u2 + 1, b4 = 3u4 + 1, b1 = 3u1 − 1,
b3 = 3u3 − 1, b5 = 3u5 − 1, a equação (13) nos diz que

u0 + u2 + u4 + 1 = u1 + u3 + u5 − 1 ≡ 0 (mod 3)

enquanto que a equação (12) nos dá

−u0 − u2 − u4 + u1 + u3 + u5 − 1 ≡ 0 (mod 3)

Absurdo: logo, todos os bk têm que ser múltiplos de 3.

Por (5), a média aritmética dos bk vale
3
2(ae+ai), que é um número inteiro

e múltiplo de 3. Chamando essa média de 3c e usando as equações (3) e (4),
podemos escrever b0 = 3(c−d−e), b1 = 3(c−e), b2 = 3(c+d), b3 = 3(c+d+e),
b4 = 3(c+e), b5 = 3(c−d), para certos inteiros d e e. Com essa representação,
as equações (3) e (4) são automaticamente satisfeitas.

As equações (5) e (6) podem ser combinadas em uma única equação
quadrática na variável a, cujas soluções são ae e ai. Temos

ae + ai =
b0 + b1 + b2 + b3 + b4 + b5

9
= 2c

aeai =
b20 + b21 + b22 + b23 + b24 + b25

9
− (b0 + b1 + b2 + b3 + b4 + b5)

2

36

aeai = 6c2 + 4d2 + 4e2 + 4de− 9c2 = −3c2 + 4d2 + 4e2 + 4de

Assim, a equação

a2 − 2ca− 3c2 + 4d2 + 4e2 + 4de = 0

tem soluções a ∈ {ae, ai}. O discriminante da equação é

∆ = 16(c2 − d2 − e2 − de)

então, para termos soluções inteiras, c2−d2−e2−de precisa ser um quadrado
perfeito. Procurando soluções com todos os bk positivos, a primeira solução
é a trivial c = 1, d = e = 0, que gera a corrente S6[−1, 3; 3, 3, 3, 3, 3, 3]
(Configuração simétrica como a da Figura 2).
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A primeira solução após a trivial ocorre com c = 4, d = 1, e = 2 e se
trata da corrente S6[−2, 10; 3, 6, 15, 21, 18, 9], mostrada na Figura 7. Essa
também é uma corrente pareada (6/3 = 18/9 = 2), então muitas de suas
propriedades geométricas já estão descritas pelo Teorema 4.

Essa corrente também tem mais propriedades interessantes. Primeira-
mente, vemos que os centros c−2, c3 e c6 são colineares (1/2 = 1/3 + 1/6).
Além dos ćırculos pareados ←−→c9c18, também a reta ←−−→c10c15 é paralela à reta
←→c3c6. Além disso, temos paralelismos entre←−−→c−2c9,

←−−→c10c18 e
←−→c6c15, entre

←−−→c−2c18
e ←→c3c9, entre ←−−→c−2c15 e ←−→c3c10 e entre ←−→c6c10 e ←−−→c15c21.

A corrente S6[−5, 19; 9, 12, 24, 33, 30, 18] das Figuras 1 e 4 é a segunda
menor solução não-simétrica, que pode ser obtida com c = 7, d = 1, e = 3.

Exerćıcio 4. (Correntes de Steiner de 4 ćırculos) Mostre que uma corrente
de Steiner de 4 ćırculos com curvaturas dadas por S4[ae, ai; b0, b1, b2, b3] sa-
tisfaz:

b0 + b2 = b1 + b3 (15)

b0 + b1 + b2 + b3 = 2(ae + ai) (16)

b20 + b21 + b22 + b23 =
3

2
(ae + ai)

2 + 2aeai (17)

Exerćıcio 5. Mostre que uma corrente de Steiner Sn[ae, ai; b0, . . . , bn−1]
com n ćırculos só pode ter todas as n+2 curvaturas inteiras se n ∈ {3, 4, 6}.

12
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Para n = 4, a menor solução inteira é a corrente S4[−1, 7; 2, 2, 4, 4] mos-
trada na Figura 8. Já a solução S4[−2, 16; 3, 6, 11, 8] mostrada na Figura 9 é
a menor solução não-simétrica. Ambas apresentam ćırculos diametralmente
opostos (1/1 = 1/2 + 1/2, 1/2 = 1/3 + 1/6), além de ćırculos vizinhos com
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razão 2 (4/2 = 2, 6/3 = 2), mas aqui isso não implica as propriedades
geométricas como no caso n = 6.

Uma propriedade interessante das correntes com n = 4 é que nelas cada
um dos 6 ćırculos é tangente a exatamente 4 ćırculos vizinhos, então to-
dos os ćırculos desempenham o mesmo papel. A corrente da Figura 9,
por exemplo, poderia ser igualmente denominada S4[3, 11;−2, 6, 16, 8] ou
S4[6, 8;−2, 3, 16, 11].

4 Empacotamentos de Apolônio

A seguir, mostraremos que uma corrente de Steiner com curvaturas inteiras,
como a S6[−5, 19; 9, 12, 24, 33, 30, 18] das Figuras 1 e 4, pode ser usada para
construir um empacotamento de ćırculos de Apolônio como o da Figura 10,
onde todos os infinitos ćırculos possuem curvaturas inteiras.

A construção se dá da seguinte forma. A partir de uma corrente inicial
S6[ae, ai; b0, b1, b2, b3, b4, b5], constrúımos uma nova corrente de 6 ćırculos
S6[ae, a

′
i; b0, b1, b

′
2, b

′
3, b

′
4, b

′
5] que possui em comum o ćırculo externo Ce e

dois ćırculos vizinhos da corrente C0 e C1, mas agora com um novo ćırculo
interno C ′

i e uma nova continuação de 4 ćırculos C ′
2, C

′
3, C

′
4, C

′
5. Assim, por

exemplo, preservando o ćırculo externo (−5) e dois ćırculos vizinhos (9 e 12)
na Figura 10, obtemos uma nova corrente S6[−5, 27; 9, 12, 36, 57, 54, 30] com
novo ćırculo interno (27), que também pode ser vista na mesma figura.

Também é posśıvel preservar o ćırculo interno e procurar por uma cor-
rente com um novo ćırculo “externo”. Por exemplo, preservando o ćırculo
interno (19) e os mesmos dois vizinhos (9 e 12), podemos obter uma nova
corrente S6[19, 99; 9, 12, 180, 345, 342, 174], que é um tipo de corrente em
que todos os ćırculos têm curvaturas positivas e, portanto, não possui um
ćırculo “externo” no sentido usual. Geometricamente, os 5 novos ćırculos
encontram-se dentro da região delimitada pelos três ćırculos originais.

Esse procedimento pode ser repetido infinitas vezes, dando origem ao
fractal da Figura 10. Mostraremos a seguir como obter as curvaturas e
centros dos novos ćırculos.

Teorema 6. (Corrente conjugada) Dada uma corrente de Steiner de 6
ćırculos com curvaturas S6[ae, ai; b0, b1, b2, b3, b4, b5] é posśıvel construir uma
nova corrente S6[ae, a

′
i; b0, b1, b

′
2, b

′
3, b

′
4, b

′
5] que tem os ćırculos Ce, C0 e C1

em comum. Além disso, se a corrente original tinha todas as curvaturas
inteiras, a nova corrente também terá.

Demonstração. Para encontrar a nova corrente, a ideia é escrever as equações
(3), (4), (5) e (6) somente em termos das curvaturas que serão preservadas
(ae, b0 e b1) e da curvatura interna ai. A partir das equações (3), (4) e (5),
podemos escrever

b2 =
3

2
(ae + ai)− b0 + b1 (18)

14



-5

19 9
18

30

33

24

12

43

66
105 96

48

99153

264

252

129

139

204

372

369

198

123

168

321

330

186

67

81
162

174

105

27
30

54
5736

115210

393

384

192

171

297 552
540

273

211

348

660

657

342

195

312

609

618

330

139
225

450
462249

99

174

342

345

180

171

297480
432

201

403

636
11281089

558

483

708

1329
1338

726

331
441

882
930537

99 102

234

273
180

163

318
609

600

300

315

585

1056

1008

489

243

390

810

849

468

379

684

1092

969

438

283

306
705

816

528

331
657

1272

1260

633

483

888

1401

1230

546

459

513

1164

1332

849

379

705

1098

954

417

451

516

1152

1305

822

171318

486

417

180

267

312

681

762

474

235

441

882

894

465

387
750

1350

1281

612

67

114

177

156

72

187

297

516

492

249

259

384
708

705

378

211

288 561

582

330

91
105

222 246
153

115 210

414

417

216

163

306

561

540

264

283

489

900

876

441

355576

1092

1089

570

307

480
945 966

522

187

297

606

630

345

459

534

1242

1425

900

283
606

1185

1176

588

355
729

1458

1470

753

427
834

1329

1164

504

451
537

1230

1398

873

235

498

990

993

504

403414

993

1176 780

187

366
537

444

180

499

609 1302

1434

873

355
642

1314

1353

720

331

321
798

966

657

307
537

876

792

369

139

138

330

393

264

243
486

921

900

444

355

570
1194 1257 696

211

402606
513

216 403
480

1041
1158714

315
585

1182

1206

633

259 558

1110

1113

564

307

282

726

897

624

243
486

705

576

228

387369
930

1134 777

459

954

1353

1080

408

379

342

894

1113

780

Figura 10: Empacotamento de Apolônio baseado em uma corrente de Steiner
de 6 ćırculos S6[−5, 19; 9, 12, 24, 33, 30, 18].
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b3 = 3(ae + ai)− b0 (19)

b4 = 3(ae + ai)− b1 (20)

b5 =
3

2
(ae + ai) + b0 − b1 (21)

Substituindo em (6), obtemos

45

2
(ae + ai)

2 − 6(ae + ai)(b0 + b1) + 4(b20 + b21 − b0b1) =
81

4
(ae + ai)

2 + 9aeai

9

4
(ae − ai)

2 − 6(ae + ai)(b0 + b1) + 4(b20 + b21 − b0b1) = 0

Se as curvaturas originais forem inteiras, b0 e b1 são múltiplos de 3.
Então temos a seguinte equação de segundo grau com coeficientes inteiros
em ai:

a2i −
(
2ae +

8

3
(b0 + b1)

)
ai + a2e −

8

3
(b0 + b1)ae +

16

9

(
b20 + b21 − b0b1

)
= 0

Essa equação possui duas ráızes inteiras: o primeiro valor já conhecido
de ai e um segundo valor a′i que pode ser calculado como

a′i = 2ae +
8

3
(b0 + b1)− ai (22)

Uma vez conhecido o novo valor de ai, as equações (18), (19), (20) e (21)
podem ser usadas para calcular os novos valores de b2, b3, b4 e b5:

b′2 =
3

2
(ae + a′i)− b0 + b1 (23)

b′3 = 3(ae + a′i)− b0 (24)

b′4 = 3(ae + a′i)− b1 (25)

b′5 =
3

2
(ae + a′i) + b0 − b1 (26)

Pelo Teorema 2, todas as equações se mantém válidas quando subs-
titúımos as curvaturas pelos produtos entre curvatura e o centro do ćırculo,
de forma que as equações (22), (23), (24), (25) e (26) nos dão

a′iz
′
i = 2aeze +

8

3
(b0z0 + b1z1)− aizi (27)

b′2z
′
2 =

3

2
(aeze + a′iz

′
i)− b0z0 + b1z1 (28)

b′3z
′
3 = 3(aeze + a′iz

′
i)− b0z0 (29)

b′4z
′
4 = 3(aeze + a′iz

′
i)− b1z1 (30)
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Figura 11: Empacotamento de Apolônio baseado em uma corrente de Steiner
de 6 ćırculos S6[−2, 10; 3, 6, 15, 21, 18, 9].

b′5z
′
5 =

3

2
(aeze + a′iz

′
i) + b0z0 − b1z1 (31)

As equações (22)-(31) nos dão um procedimento direto para calcular
as curvaturas e os centros dos novos ćırculos, permitindo a construção de
desenhos como o das Figuras 10 e 11.

Note que, quando um par de vizinhos satisfaz b1
b0

= 2, tanto a corrente
original quanto a corrente conjugada S6[ae, a

′
i; b0, b1, b

′
2, b

′
3, b

′
4, b

′
5] são parea-

das. Assim, é posśıvel ver várias correntes pareadas nas Figuras 10 e 11.

Exerćıcio 6. Estude as correntes S6[ae, ai; b0, b1, b2, b3, b4, b5] que satisfa-
zem b2

b0
= 2 e b4

b5
= 3

2 . Mostre que as retas que unem os centros dos

ćırculos de razão 2 e 3
2 são paralelas. Um exemplo pode ser visto na corrente

S6[−2, 18; 9, 3, 18, 39, 45, 30] da Figura 11.

17



Ao final do artigo, mostramos mais 4 exemplos de empacotamentos de
Apolônio, baseados nas seguintes correntes de Steiner:

• S6[−1, 3; 3, 3, 3, 3, 3, 3], a corrente totalmente simétrica

• S4[−2, 16; 3, 6, 11, 8], a corrente da Figura 9

• S3[−2, 34; 3, 6, 7], uma corrente de 3 ćırculos

• S4[−1, 7; 2, 2, 4, 4], a corrente da Figura 8

Note que mostramos 3 exemplos de empacotamentos contendo as cur-
vaturas −2, 3 e 6: um com n = 6, um com n = 4 e um com n = 3. Os
empacotamentos com n = 3 são bem conhecidos na literatura matemática,
sendo chamados simplesmente de empacotamentos de ćırculos de Apolônio
inteiros. Os empacotamentos com n = 4 já foram chamados de empa-
cotamentos de 3-ćırculos de Apolônio inteiros [5]. Isso porque podem ser
constrúıdos adicionando-se 3 ćırculos de cada vez. Por exemplo, no caso de
S4[−2, 16; 3, 6, 11, 8], podemos começar com os 3 ćırculos −2, 3, 6, depois
adicionar 8, 11, 16, depois adicionar 14, 19, 24, etc.
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