Comparando o nimero de aneis finitos de ordem n com o niimero de grupos
finitos de ordem n.

Thiago Dias - UFRPE

Folheando artigos da revista Mathematical Monthly me deparo com o excelente artigo es-
crito pelo professor Desmond Machele [5] cujo titulo traz a seguinte questao: “Ha mais anéis
finitos do que grupos finitos?”. A pergunta é bastante interessante e a resposta também.
Inspirados fortemente no artigo do Machale, fazemos um breve passeio pelo que se sabe
sobre o nimero de grupos finitos e sobre o niimero de anéis finitos.

Exercicio 1. Quantas classes de isomorfismos de aneis de ordem p , nao necessariamente
com unidade, existem?

Teorema 1. Todo anel finito (nao necessariamente com unidade) € soma direta de aneis
de ordem p.

Demonstragao. Uma vez que R é finito, suponha que |R| = pi* - p3? - ... - pir, a fatoragao
em primos de |R|.
Para cada i = 1,2,...,n, defina R; = {r € R| p*r = 0 para algum s € NT}.

Exercicio 2. Verifique que R; é um ideal em R e que R;N(R:N...NR;_1NR; 1N...NR,) = 0.

Considere o grupo aditivo finito abeliano (R, +), pelo Teorema Fundamental dos Grupos
Abeliano Finitamente Gerados, temos (R, +) = (Z,21,+) © (Zy2, +) ® ... © (Zyzn, +). Isso
implica em

1. Paratodor € R,r =71 +ry+...+1,, onde a ordem aditiva de r; é uma poténcia de
p;- Entao, R=R+ Ro+ ...+ R,.

2. Existem exatamente p;’ elementos em R cuja ordem aditiva é uma poténcia de p;.

Logo, |Ri| = p;".
Portanto, RZ R ®RyPD... DR,
O
Se R é um anel finito, entao seu grupo aditivo é um grupo abeliano finito e, portanto,
¢ um produto direto de grupos ciclicos. Suponha que esses tenham geradores gy, ..., gr de
ordens my, ..., my. A estrutura do anel é entao determinada pelos k? produtos

k
gig; = ch)gt, com cz(;) €Ly, (1)
=1



. . t . ~ .
e, assim, pelos k3 coeficientes de estrutura cgj). Introduzimos uma notagao conveniente,

motivada pela teoria dos grupos, para descrever a estrutura de um anel finito. Uma apre-

sentacao para um anel finito R consiste em um conjunto de geradores g1, ..., gr do grupo
aditivo de R juntamente com relagoes. As relagoes sao de dois tipos:

(i) mjg; = 0 para i = 1,..., k, indicando a ordem aditiva de g;, e

(ii) gig; = lecg)gt com CS) ElLm, parai=1,... .k, j=1,...k,t=1,... k.

Se o anel R possui a apresentacao acima, escrevemos

k
R{g,....gk;migi = O parai=1,....k, gig; = ch)gﬁ.
t=1
Por exemplo, o anel Zy & Zs = (a,b;2a = 2b = 0,a® = a,b* = b,ab = ba = 0), enquanto
o corpo finito de ordem 4 é (a,b;2a = 2b = 0,a* = a,ab = b,V*> = a + b).
Note que se o grupo aditivo é ciclico com gerador g, a estrutura do anel é completamente
determinada por ¢g?. Portanto, o anel Z, = (a;4a = 0,a* = a).

Exercicio 3. Dado um nimero primo p em um polinémio ménico q(x) € Fy[z] de graun e
irredutivel. Seja A a matriz companheira de q(x).
Mostre que F' = {r(A) | r € F,[z]} é um corpo finito. .

Teorema 2. Ezistem 11 classes de isomorfismos de aneis (que nao necessariamente possuem
unidade) de ordem p?. Mais precisamente, os 11 anéis sio dados por

1. A= {a;p*’a=0,a>=a) =7,
= (a;p*a = 0,4 = pa)

= (a;p*a =0,a® = 0) = C,2(0)

{a,b;pa = pb = 0,a* = a,b* = b,ab =ba = 0) = Z, B Z,
(

a,bypa =pb=0,a> = a,b* = b,ab = a,ba = b)

(a,b;pa =pb=0,a* = a,b®> = b,ab=b,ba = a)

{a,b;pa =pb=0,a*> =0,b*> = b,ab = a,ba = a)

{a,b;pa =pb=0,a*> = 0,b*> = b,ab = ba = 0) = Z, ® C,(0)
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I = {a,b;pa=pb=0,a*=b*=0)=C,0) & C,(0)



11. K = GF(p*) = corpo finito de ordem p* = (a,b;pa = pb = 0,a> = a,b* = ja,ab =
b,ba = b) para o qual j nao € um quadrado em Z,, se pt2 e {a,b;2a = 2b = 0,a® =
a,b* = a+b,ab = b,ba = b), se p = 2., onde C,(0) € o anel que é o grupo ciclico de
ordem p com respeito a soma e possui multiplicacdo trivial

Demonstragao. Consulte [1]. O

Lema 1. (Hélder 1893) Se p, q e r sao primos, com p < q < r, entao

(p+4 ser=1 (modp),r=1 (modg)eg=1 (mod p)
p+2 ser=1 (modp),r#1 (modgq) eq=1 (mod p)
4 ser=1 (modp),r=1 (modgq)eq#1 (modp)
2 ser=1 (modp),r#1 (modgq) eq#1 (modp)
Jpar) = 3 ser#1 (modp),r=1 (modgq) eq=1 (mod p)
2 ser1 (modp),r#%1 (modgq) eq=1 (mod p)
2 serZ1 (modp),r=1 (modgq)eq#1 (modp)
(1 ser#1 (modp),r#1 (modgq) eq#1 (modp)

Note que esses oito casos cobrem todas as possibilidades.

Do ponto de vista histérico é interessante consultar o artigo original do Holder [2]. Para
uma prova detalhada da enumeragao, consulte [4]. Para saber o estado da arte sobre o que
a humanidade sabe sobre enumeracao de grupos finitos consulte [3].

Teorema 3. FEziste um n tal que f(n) > g(n)
Demonstragao. Considere p = 5, ¢ = 11, r = 661. Observe que 11 = 1 (mod) 5, 661 =
1 (mod) 5 e 661 = 1 (mod) 11. Existem ¢(5- 11 -661) = g(5)g(11)g(661) = 2* = 8 anéis

isomorfos com 6 - 11 - 665 elementos. Por outro lado, existem f(6-11-665) =544 =9
elementos. O

Exercicio 4. Existem infinitos primos tais que f(n) > g(n). Mais ainda, o valor de f(n)—
g(n) pode ser tomado arbitrariamente grande.

Lema 2. (Hélder 1893) Se p e q sdo primos distintos, entao

(5 sep=2ousep=3,qg=2o0ul

(p+9) sepéimpareq=1 (mod p)
sep=1 (mod ¢°)
sep>3,p=1 (modq) ep#1 (mod ¢°)
sep>2,4g>3ep=-—1 (mod q)

fpg®) =

N W = Ot -

em todos 08 oulros casos.




Para a demonstragao desse resultado sugerimos a leitura de [3] e [4].

Teorema 4. Se p e q sao primos, com p sendo impar, p > 35, ¢ = 1 (mod p), entdo
f(n) > g(n)

Demonstracao. g(pg*) = g(p)g(¢?) = 2 - 11 = 22, entao precisamos de f(n) = f(pg*) =
1(p+9) > g(n) = 22. Portanto, p > 35. O

Exemplo 1. Para p = 37, o menor primo q que podemos escolher é g = 149. Assim, para
n = 37-149% = 821437, temos f(n) = (374 9) =23 >22=2-11 = g(n).

Para n = 41, 2-41 + 1 = 83 ¢ primo, e obtemos f(n) = f(41 - 83?) = f(282449) =
$(41+9) = 25, enquanto g(n) = 22.

Exercicio 5. Mostre que f(n) — g(n) pode ser taio grande quando se queira tomando n da
forman =pg® e =1 (mod p).

Finalizamos o texto com algumas conjecturas e um exercicio.

1. f é sobrejetora em N
E 36355 0 menor valor de n para o qual f(n) > g(n)?

E verdade que g(p") > f(p") para todos os primos p e nimeros naturais r?

= W

E verdade que, para n > 1, existem mais anéis finitos de ordem no maximo n do que
grupos de ordem no maximo n?

5. Existe um n > 1 tal que f(n) = g(n)?

Exercicio 6. A funcdo g nao € sobrejetora
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