5* Competicao Elon Lages Lima de Matematica
02 de Junho de 2024

1. A quantidade de fungées f : {1,2,...,2024} — {0,1,2,3} tal que a soma
S=f(1)+ f(2)+...4+ f(2024)

seja um numero multiplo de 4 é:

A) 342023

B) 42023

Q) 3.22023

D) 2506

E) 3.2%3
Resposta: B

2. Num sistema de coordenadas cartesianas, uma particula move-se, a partir
da origem, dando um passo por vez, de um dos trés tipos, a saber:

e Passo horizontal: leva do ponto (a,b) para o ponto (a + 1, b);
e Passo vertical: leva do ponto (a,b) para o ponto (a,b+ 1);
e Passo diagonal: leva do ponto (a,b) para o ponto (a + 1,0+ 1).

A figura abaixo ilustra cada um dos caminhos existentes a partir da origem
(0,0) de um sistema de coordenadas cartesianas até o ponto (2, 1)
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Supondo que uma particula desloca-se (dando um passo por vez) da origem (0, 0)
ao ponto (m,n), com m e n inteiros néo negativos. O nimero de tais trajetorias,
Dy, 5, € conhecido como Nimero de Dalannoy. Diante do exposto, podemos
afirmar que:



Resposta: E
3. Seja f: N — N uma funcgao definida por

Fn) = {l,senépar

2,se n é impar

Definindo S(z) = Z f(n), podemos afirmar que lim S(z)

r—00

é igual a:

n<lz
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Resposta: C



4. A parte inteira do nimero real x é o maior inteiro que nao é maior que x e é
denotado por |z]|. A parte fraciondria do niimero real z é o valor {z} = z—|z].
Podemos afirmar que o limite

B

{0}

é igual a:

A)e—2

Resposta: D

5. A cada nimero natural com 4 algarismos n = (abed)qo escrito na base 10,
associamos o seguinte determinante

a® b

ATL = C2 d2

Seja A a soma de todos os determinantes associados a todos os niimeros com

4 algarismos. Qual das alternativas abaixo é igual ao resto da divisdo de A por
7
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Resposta: E

6. Considerando a sequéncia de Fibonacci

f1:13f2:17 efn:fn—1+fn—23 Vn23

e o operador linear T : R? — R? definido por T((z,y) = (y,= + y), podemos
afirmar que:



= (fn, fat1), Vn e N.
fn+17fn , VYne N
2 f2.0), Yne N
+1vf ), Yne N.

fn+1afn+2) Vn € N.
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Resposta: A

7. Seja S o conjunto de todos os inteiros positivos da forma n® + 4n + 7, com
n inteiro positivo entre 1 e 100. Qual é a maior poténcia de 3 que divide um

elemento de S?

D) 3

D) 9

D) 27

D) 81

D) 243
Resposta: D

8. Seja A = <§ i) e considere a sua 2024-ésima poténcia B = A%20%4

matriz 2 X 2 com entradas inteiras. O resto na divisao por 5 do trago de B é
(lembre que o trago de uma matriz quadrada é a soma dos elementos de sua

diagonal principal):

A) 0

B) 1

C) 2

D) 3

E)
Resposta: C



9. Sejam M (n,R), onde n é um inteiro positivo, o conjunto das matrizes reais
de ordem n e A, B € M(n,R) tais que AB — BA = A. Podemos afirmar que:

A) Todos os autovalores de A sdo nimeros complexos nao reais.
B) A possui pelo menos um autovalor igual a 0.

C) Se A é um autovalor de A entdo a matriz A — A.I,, (onde I, é a matriz
identidade de ordem n) é invertivel.

D) Todos os autovalores de A sao numeros complexos de médulo 1.

E) A é invertivel.
Resposta: B

10. Seja C a curva plana real de equacio y* — 2%y + 2 = 0. Se (x,y) se
aproxima da origem (0,0) ao longo de C, de qual valor a expressao

B x?_y6
_a:4—|—y10

se aproxima?

A) O

B) —2

C)1

D) -1

E) E nao se aproxima de nenhum nimero real

Resposta: B

11. Para cada inteiro positivo n , seja L, o limite

1 —cos 5(2x) . . . cos
lim cos(x) cos(zx) cos(nx)
70 x

Podemos afirmar que Logogy — Loge3 € igual a:

A) 40482

B) 5062

D) 10122

90962

)
)
C) 20242
)
E)



242

Resposta: ANULADA, pois a resposta é

™

1
12. A integral / e”(1 4 tan® 4 tan x)dz é igual a:
0

Resposta: C

13. A figura a seguir mostra duas elipses congruentes I'; e I's cujos semieixos
maior e menor medem 4cm e 3cm respectivamente. Se o eixo maior de I'; e o
eixo menor de I's s@o suportamos por uma mesma reta e, além disso, as duas
retas tangentes externas as duas elipses sao perpendiculares, conforme ilustra a
figura a seguir

podemos afirmar que a medida da area do triangulo retangulo sombreado é
igual a:

A) a® 4+ V?
1

B) ;(a®+%)

Q) e +1)

Lo 10
D) 10(a +b%)

1 2 2
E) (e +b%)

Resposta: ANULADA, pois houve um erro no enunciado: seria a e b no lugar de 4cm e 3cm.



1
A resposta seria 5(&2 + b2).
14. Seja a, a sequéncia dada por a,, = cos (277- (4+2\/§)") paran € N. Entao

lim a, é
n— o0

A) -1

=

1

Q

1/2
—V/3/2

nao existe
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Resposta: B

15. Considere a funcio T: Z* — Z* dada por T(z,y) = (7x + 9y, 2z + 3y).
Escolhendo-se aleatoriamente um ponto de Z?2, qual a probabilidade de que ele
pertenca a imagem de T'?7
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Resposta: D

16. Para todo inteiro n > 0, seja p(n) o maior divisor impar de n. O valor
da expressao
p(2024) + p(2025) + p(2026) + . .. + p(4048)
é igual a:
A) 2024 + 253
B) 2024* + 253

2024* + 253

)
)
C) 2024° 4 253
D)
)

E) 2024° + 253

Resposta: B



17. Se a,b,c e d sao inteiros positivos tais que
68(abed + ab + cd + ad + 1) = 157(bed + b + d)

Podemos afirmar que o valor do produto abdc é:

Resposta: A

18. O Teorema dos nimeros primos é um importante resultado assintético
sobre a distribuicdo dos nidmeros primos, que afirma que o nimero de primos
menores ou iguais a x, representado por 7(z), cumpre a seguinte condi¢ao

lim @

T—00 T

=1

Este resultado foi primeiramente demonstrado (de modo independente) pelos
matematicos Jacques Hadamard e Charles-Jean de La Vallée Poussin. Entre-
tanto, hd outros resultados envolvendo o valor de 7(x), como por exemplo a
desigualdade de Tchebyshev:

z a <7
8in(x)

. - . 1 o L
ou a integral logaritmica Li(x) = ﬁdt, que também é uma aproximacao
2 1og

assintética para a fungdo m(x), conforme ilustra a figura abaixo

1.2

1.1 l‘ / ln:r‘
0.9 I]u m(x) / /2 g4t

1 10* 10° 10 10 102 10%




Se sortearmos aleatoriamente, entre todos os possiveis nimeros inteiros posi-
tivos com exatamente 10 digitos, um numero um unico nimero, utilizando as
estimativas anteriores, a probabilidade de que esse nimero seja primo é aprox-
imadamente:
5

A) 33.In10

3
47.1n10

8
81.1n10

1
19.In10

3
25.In10

B)
C)
D)
E)

Resposta: C

19. Seja f:(a,b) C R — R uma fungao continua e diferenciavel tal que

f(@)- f'(x) > 21— (f(x))* Vo € (a,b) e
lim (f(@)2 =1e lim (/) = +

z—at T—b— 2

O valor minimo de a® — b% é

A) 1

B) g

Q) %

D) g

E) n
Resposta: B

20. Seja f:[0,1] - R uma funcdo continua tal que

! 2 11 ! - 2 ! 4

Podemos afirmar que f(0) é igual a:

A) 0
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Resposta: ANULADA, pois hd um ero de digitagao no enunciado: O correto seria / xf(z)dx = 3
0

A resposta correta seria B.

21. De quantas formas distintas 30 bolas de ténis idénticas podem ser dis-
tribuidas entre 6 tenistas, de modo que cada tenista receba pelo menos 3 bolas?

Resposta: D

LBl

22. Podemos afirmar que /

—dx éigual a:
o l+senz &

o oS el
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Resposta: ANULADA, pois a resposta correta é 2 — v/2.
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23. Um transmissor F transmite informagio bindria (ou seja, assumindo ape-
nas o valor 0 ou o valor 1), um receptor R recebe esta informacdo que pode
ou nao estar em conformidade com a informagao transmitida por E. Qualquer
que seja a informacdo emitida por E (0 ou 1), a probabilidade de a informagao
recebida por R ser consistente com a informagao emitida por F é igual a p com
0 < p < 1 e a probabilidade de a informacao recebida por R nao estar em
conformidade com a informacao transmitida é igual a 1 — p. SupGe-se que a
informacao binaria é transmitida ao longo de uma cadeia de n+ 1 transmissores
eletronicos Ey, F1, ..., E,, onde Cada elemento Fj é sucessivamente receptor
e depois transmissor, exceto o primeiro elemento Ey que é apenas transmissor
e o ultimo elemento E,, que é apenas receptor, que a informagao transmitida
por um transceptor é sempre idéntica a recebida e que para todo k =0,1,...,n
, a transmissao de informacao do elemento Ej para o proximo elemento Fj1
segue a lei definida acima. Assumindo que

e A qualidade da transmissao de um elemento E}, para o proximo elemento
Ej+1 nao depende do que aconteceu durante transmissoes anteriores.

e Ap(0 < k < n) é evento em que o valor recebido por Ej, é idéntico ao
emitido por Ey, e designando sua probabilidade de ocorréncia por p; e
definindo py = 1.

Podemos afirmar que:

A) lim pg

k— o0

B) lim pg =

k—o0
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C) lim pg =

k— o0

D) lim p; =

k—o0

E) lim pg =

k—o0

Resposta: A

24. Se f:R — R é um fungao bijetiva continua e diferenciavel. Se a,b € R,
podemos afirmar que o valor da integral

f(b)
/ 2w(b— f~1(x))dz
f(a)

coincide com o valor da integral:

b
A) / () — 2f2(a))da
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Resposta: C

1 1
25. Para cada inteiro positivo n, seja H, = 1+ = 4+ - 4+ ... + — 0 n-ésimo
n

2 3
numero harmonico. Podemos afirmar que a soma da série nijo % :
9
A) 1
4
B) 3
Q) g
4
D) 3
B) |

Resposta: ANULADA, pois somatério inicia do n = 1 e ndo do n = 0. A resposta correta seria A.
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