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Os problemas aqui reunidos e a teoria necessaria para resolvé-los sao um extrato
do livro Tépicos de Matemdtica Elementar, Volume 6 — Polinomios, de minha autoria e
publicado pela editora da SBM. Nele, vocé encontra muito mais sobre niimeros complexos
e polinomios.

Problemas introdutodrios

Um polinémio (nao nulo) f(z), de grau n, ¢ uma expressao da forma
f(z) = anz" + ap 1" N ar + ag,

com ag, ay,...,a, € Cea, #0.

Sen =0cea, =0, estamos com o polinémio nulo. Se a, # 0, dizemos que n é o
grau do polinémio; nesse caso, escrevemos gr(f(z)) = n.

Os ntimeros complexos ag, a1, .. ., a, sao os coeficientes do polindémio (ou da equagao
polinomial); a,, é o coeficiente lider. O polinémio é monico quando a,, = 1 e constante
quando n = 0.

A equagao polinomial de grau n correspondente é a equacao f(x) = 0, ou seja,

an"” + an_12" 4.+ @z + ag = 0.

A variavel x é, em principio, um ntumero complexo; entretanto, o enunciado de um
certo problema pode exigir que ela seja um nimero real.

Um ntmero complexo z é uma raiz da equacao polinomial acima se a igualdade for
verdadeira quando x = z, isto é, se o nimero f(z) for igual a 0. Isso é o mesmo que

2" 4 ap 12" P+ ...+ az+ag=0.

Problema 1 (OCM). O nimero real a € raiz do polinomio f(xr) = 2® — 2* + 2z — 1.
Encontre um polinomio de grau 3 e coeficientes inteiros que tenha a® por raiz. Justifique
sua resposta.

Solugao. Queremos encontrar inteiros A, B e C tais que (a®)? + A(a®)? + Ba® +C =0
ou, ainda,
a’ + Aa® + Ba® + C = 0.
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Para tanto, comecemos observando que a® — a? + 2a — 1 = 0, logo, a® = a? — 2a + 1.
Utilizando essa igualdade, calculamos

CL4:CL3'G

= (a* —2a+1)a
a® —2a* +a
(> —2a+1)—2a*+a

=—a’—a+1.

Temos também

a® = (a*)* = (a® — 2a + 1)?
=a* — 4a* + 6a*> — 4a + 1
=(—a*—a+1)—4(a* - 2a+1)+6a> —4a+1
=a*+3a—2

a =a® a® = (a*+3a—2)(a®* — 2a+ 1)
=a*+a*—Ta* +7a—2
=(—a’>—a+1)+(a*—2a+1) —T7a®> +7a—2
= —7a® + 4a.

Substituindo as expressoes obtidas acima para a®, a® e a® em a® + Aa® + Ba® + C,
ficamos com

a’ + Aa® + Ba® + C =
= (=7a® +4a) + A(a®> + 3a — 2) + B(a® —2a + 1) + C
=(A+B—-7)0ad*>+ (3A—2B+4)a+ (—2A+B+C).

Portanto, basta impor que
A+B-7=0
3A—-2B+4=0
—2A+B+C=0

Resolvendo esse sistema de equacoes, obtemos A =2, B=5e C = —1, o que fornece
o polinomio
g(x) = 2® + 22> + 5z — 1.
]

Teorema 2 (critério de pesquisa de raizes racionais). Sejam n > 1 inteiro, f(x) =
™+ A1 2" . F a4+ ag um polinédmio de coeficientes inteiros e p e q inteiros nao
nulos primos entre si. Se § for uma raiz de f(x), entdop | ag € q| an. Em particular, se
f for monico, entdo as possiveis raizes racionais de f(x) sdo inteiras.
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Prova. A segunda parte é imediata da primeira. Realmente, se a,, = 1, uma raiz racional
§ de f(z) ¢é tal que ¢ | 1, logo, ¢ = £1. Entao, ela é da forma 5 = +p.

Substituindo z por § na expressao para f(x), obtemos

n n—1
(ln<]—9> +6Ln_1<£> ++a1(£> +(10:0.
q q q

Multiplicando ambos os membros por ¢", ficamos com
anp” + anap" g4 .+ apg™ Tt + agg™ = 0.

Assim

1

apq" = p( —a,p" = .. = alq”_l)

n

anp” =q( — an_1p" " — ... —apg" ).
Portanto,
plang" e qlaup".

Mas, uma vez que p e ¢ sdo primos entre si, concluimos que p | ag € ¢ | a,, como queriamos
provar. ]

Problema 3 (OCM). Faga os sequintes itens:

(a) Se nenhum dos naturais ay,as, . ..,a, € um quadrado perfeito, mostre que

Var ++/a + -+ \/a,

¢ raiz de um polinomio f(x) de grau 2", coeficientes inteiros e cujo coeficiente do
monomio de maior grau € 1.

(b) Mostre que V2 + V3 + V5 +VT7+ V11 € irracional.

Solucao.
(a) Seja f,(x) o produto de todos os 2" fatores da forma

v — (£var £ az -+ /a,).

Entao, f, é certamente monico e tem o niimero dado como uma de suas raizes. Facamos
inducao sobre n para mostrar que f,, tem coeficientes inteiros, notando que isto é imediato
para n = 1. Assumindo a validade da afirmacao para n = k, sejam aq, as, ..., ag, Qpi1
numeros naturais satisfazendo as condi¢oes do enunciado. Entao,

Jin(@) =] @+ vam £ var = £ va) - [ (0 - vaca £ va £ = Va)
= fi(z + V) fi(z — Vas),
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com os fatores dos produtérios acima percorrendo todas as 2¥ escolhas possiveis de sinais
+ e —. Agora, um célculo direto da

fi(z £ Vare) = g(x) £ V/arah(x),

para certos polindmios de coeficientes inteiros ¢ e h, com g monico de grau 2* e h de grau
no maximo 2¥ — 1. Assim, obtemos

frsr(z) = (9(2) + Varrih(z)) (9(2) — arsih(z))
=g(2)* — arph(x)?,

e agora é claro que fi1 tem coeficientes inteiros.

(b) O critério de pesquisa de raizes racionais, juntamente com o item (a), mostram que
o nimero dado ou é inteiro ou irracional. Contudo, as estimativas 1,4 < v/2 < 1,5;
1,7<v3<1,822<v5<23,26<V7<2,7¢3,3<+11 < 3,4 garantem que

11,2 < V2 + V3+ V5 +VT+ V11 < 11,7,

de sorte que tal niimero nao ¢ inteiro. O

Teorema 4 (Fundamental da Algebra — TFA). Todo polinémio nio constante de coefi-
cientes complezos tem uma raiz compleza.

Para o que segue, K =Q, R ou C.

Teorema 5 (Teste da Raiz). Seja f(x) um polinomio com coeficientes em K. Se a € K,
entao o € raiz de f(x) se, e sé se f(x) for divisivel por x — a sobre K.

Prova. Escrevendo f(x) = a,z" + 12" '+ ...+ a1z + ag, temos

f(ilf) - f(Oé) = anxn + anflxnil +...+a1x+ ap
- (anan + anflanil + ...+ a1 —+ CLO)

=a, (#" — ")+ apq (2" ="+t a(r — ).
Agora, recorde que, para k natural, temos

f—aof =(r—a) (@ e P+ P+ T
= (fﬂ - a)Qk($)7
com qi(z) = 2 1+ a2 +.. . +a*2x+aFL. Note, também, que gx(x) tem coeficientes
em K, pois o € K e (em qualquer um dos casos K = Q, R ou C) o conjunto K é fechado

para a multiplicacao.
Portanto, podemos escrever

f(x) = fla) = an(z — @)gn(z) + apn_1(z — @)gn_1(x) + ... + a1(z — a)q1 (x)

= (. — @) (an@n(2) + An1Gn-1(2) + ... + a1q1(x))
= (v — a)q(z),
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em que ¢(r) = anqn(r) + ay_1¢n_1(x) + ... + a1qi(x) tem coeficientes em K.
Em resumo, mostramos que

f(x) = (z = a)q(z) + f().

Portanto, se « for raiz de f(z), entdo f(a) = 0 e a igualdade acima se reduz a f(z) =
(x —a)g(x). Como g(z) tem coeficientes em K, isso é o mesmo que dizer que x — «v divide
f(z) sobre K. Reciprocamente, se z—a dividir f(x) sobre K, digamos, f(z) = (z—a)g(x),
entao f(a) = (o — a)g(a)) =0. O

Seja f(x) um polindémio de coeficientes complexos e grau n. Se z; for uma raiz
complexa de f(x) (cuja existéncia é garantida pelo TFA), vimos acima que

f(x) = (z = 21) [il2),

para um certo polinomio de coeficientes complexos fi(z). Assim,

n=gr(f(z)) =1+ gr(fi(x)) = gr(fi(x)) =n - 1.

Se n =1, entdo fi(z) é constante, digamos a, e f(z) = a(z — z1). Se n > 1, entao,
novamente pelo TFA, podemos tomar uma raiz zs de fi(z). O teste da raiz d&, entao,

fix) = (x — z) fa(2),

para um certo polinomio de coeficientes complexos fo(x). Argumentando como acima,
concluimos que gr(fa(x)) = n — 2. Também,

f(x) = (2 = 21) filr) = (z = 21)(2 = 2) fo(2).

Se n = 2, paramos aqui, pois fa(x) serd constante. Do contrario, repetimos o mesmo
raciocinio com fy(z).
Prosseguindo dessa forma, chegamos eventualmente a

flz)=alx —z)(x — z3) ... (x — z), (1)

com a, 21,22, ...,2, € C e a##0. Essa expressao é a forma fatorada de f(z).

Agora, seja
f(z) = anz" + T B Y ag,

com ag,aq,...,a, € Cea,#0. Sendo z1, 29, ..., 2, as raizes complexas de f(x), temos
(1). Expandindo os produtos do segundo membro e comparando os coeficientes obtidos
com os da expressao inicial para f(z), podemos calcular os valores das expressoes

21+ 20+ ...+ 2y,

2122 + 2123+ ...+ Zp—12n,
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212923 + 212224 + ... + Zn—22n—1%n,

2129 ... Zp—1 T+ 2129...2p + ...+ 2923 ... 2,
2129 ... Zn,

mesmo sem conhecer as raizes de f(x). Tais expressoes sao conhecidas como as somas
simétricas elementares das raizes de f(x).
Por exemplo, quando n = 3, temos

f(x) =as(x — z1)(x — 2z2)(x — 23)
= as (:p3 — (214 20 + 23)2 + (2120 + 2123 + 2223)T — 212223)

3 2
= agx® — az(z1 + 20 + 23)2° + az(z120 + 2123 + 2223)T — a3z12223.
Entao,

—az(z1 + 22 + 23) = ag,
as(z122 + 2123 + 2923) = aq,

— Q3212273 = Qy,

de modo que

5)
21+ 2+ 23 = ——,
as
(3]
2129 + 2123 + 2923 = ) (2)
as
Qo
Z1R9R%3 — ——.
as

Essas relagoes (e, mais geralmente, as relagoes andlogas para as somas simétricas
elementares das raizes de um polinémio de grau n) sao conhecidas como as relagoes de
Girard entre os coeficientes e as raizes de uma equagao polinomial.

Problema 6 (OCM). O nimero real a € raiz do polinomio f(xr) = 2® — 2* + 22 — 1.
Encontre um polinémio de grau 3 e coeficientes inteiros que tenha a® por raiz. Justifique
sua resposta.

Prova. Sendo a, b e ¢ as raizes de f(x), temos f(z) = (z — a)(z — b)(z — ¢), de modo
que, pelas relagoes de Girard,

a+b+c=1 ab+ac+bc=2, abc=1. (3)
Um candidato natural para o polindmio que queremos encontrar é

g(x) = (z — a’)(z = b°)(z — )
= 2% — (a® + b + P)a? + (a6 + a*S + b’ ) — a’b?
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de modo que basta calcular os valores de a® + b® + ¢, a®b® + a3c® + b3 e a®b3c?.
Para tanto, utilizemos produtos notaveis, e a forma fatorada de f(z):

A+ +c=(a+b+e)—3(a+b)(atc)(b+c)
=1°-3(1 —¢)(1 -b)(1 —a)
=1-3f1)=1-3(1*-1242-1-1) = —2.

a*b® + a*c® + b’ = (ab)® + (ac)® + (be)?
= (ab+ ac+ be)* — 3(ab + ac)(ab + be)(ac + be)
= 2% — 3abc(a + b)(a +c)(b+c)
=8—-3-1-1=5
Por fim, como a®b3c? = (abc)® = 13 = 1, segue que g(z) = 2% — (=2)z? +5x —1. O

Problema 7. Mostre que o polinomio f(x) = 2® + x* +x — 5 tem pelo menos uma raiz
complexa nao real.

Problema 8. Calcule a soma das quintas poténcias das raizes do polinomio f(x) =
22+ 2% — o +5.

Problema 9 (Canadd). Seja f(x) um polinomio de grau n, tal que f(k) = ﬁ para todo
inteiro 0 < k < n. Calcule f(n+1).

Solugao. Veja que (k+ 1)f(k) — k = 0 para todo inteiro 0 < k < n. Portanto, pondo
g(z) = (x + 1) f(x) — z, temos que g(z) é um polinémio de grau n + 1, tendo os n + 1
numeros 0, 1, ..., n por raizes. A forma fatorada de um polinémio diz, pois, que

g(x) =ax(xr—1)(z —2)...(x —n),
para um certo nimero a. Assim, temos
(x+ 1D f(x) —z=ax(x—1)(x—2)...(z —n).
Para calcular a, fazemos x = —1, obtendo

L= (C1+ 1 f(=1) — (~1)
=a(-1)(-1-1)(-1-2)...(-1—n)
=a(=1)""(n+ 1)

Para calcular f(n + 1), fazemos © = n + 1 na igualdade

(x+ 1D f(z) —z=azx(x—1)(z—2)...(x —n),
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obtendo

n+2)f(n+1)—(n+1)=an+nn-1)...1
=(n+1)la=(-1)"*"

Entao,
(n+ 1)+ (=)

fln+1) = n+2

]

Problema 10 (IMO shortlist). Ache todos os valores naturais de k tais que o polinémio
22+ 2 + 1 divide o polinomio x?* + 1 + (x + 1)%*.

Solugdo. Se w = cos & +isen 3 = #, tem-se w? =1 e

P4r+l=(r—w)(r—uw?).

Entao, para que 2%+ z + 1 divida 2% + 1+ (2 + 1)?*, é necessario e suficiente que w e w?

sejam raizes desse polinomio.
Comow? —1=(w—1)(w*+w+1)ew#1, temos w? +w+1=0, logow+1=—w?
Entao,

W1 (D =0 14 (—w?)*
2k g ]tk
=w? + 14wk
Da mesma forma, w? + 1 = —w, logo,
WH* + 14+ (W + D =™ + 14 (—w)?
=uwh + 14 w?,
Assim, temos de encontrar os naturais k para os quais
w* +wh+1=0.
Consideremos trés possibilidades:
e Se k=3I, entdo w? + w4+ 1=w"+ w3 +1=3.
e Sek=3l+1,entao w* + wF +1 =2 4+ W3 11 =w?+w+1=0.
e Sek=3l+2 entao w* +wF +1 =+ 2 L1 =w+w?+1=0.
Portanto, os naturais k que queremos sao todos, exceto aqueles multiplos de 3. O

Problema 11 (Putnam). Dado n > 2 natural, seja A1 As ... A, um poligono regular de n
lados, inscrito num circulo de raio 1. Calcule o valor do produto A1As- A1Asz-...- A1 A,.
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Solugao. Suponha, sem perda de generalidade, que o circulo de raio 1 que circunscreve
o poligono A A, ... A, é o circulo unitdrio centrado na origem do plano complexo e que
Ay =1e Ay = w, onde w = cos 27” + 7 sen 27” Entao, A; = w’~! para 1 < j < n, de sorte
que

AlAQ' AlAg' AlAn = |1—w|]1—w2]...|1—w”_1|
=|1-w)(l—w?)...(1—-uw" )]
= [f)];

em que f(z) = (v —w)(z —w?)...(z —w" ).

Agora, como 1, w, w?, ..., w" ! sdo as rafzes de 2" — 1, temos
(z—1Df(z)=(z—1)(z —w)(z—w?)...(z—w")
=" —1=(-DE" " +2" 2+ . +ax+1).
Portanto, f(z) = 2" ' + 2" 2+ ...+ 2+ 1, logo, f(1) = n. O

Problemas mais dificeis

Problema 12 (Irlanda). Dado n € N, ache todos os polinomios f(x) = a,a™ + ...+
a1 + ag satisfazendo as sequintes condigoes:

(a) aj € {—1,1}, para 0 < j <n.
(b) Todas as raizes de f sdo reais.

Solugao. Sejam uq,us, ..., u, as raizes de um polinomio f satisfazendo as condiges do
enunciado. Pelas relagoes de Girard, temos

n n 2
Zu?: (Zm) -2 Z UsUj
i=1 i=1

1<i<j<n

2
o . Qp—1 _9 Qp—2
ap, Qap

=1-2(+1) = -1 ou 3.

Como todas raizes de f sdo reais, segue que Y . u? > 0; entdo, os célculos acima dao
no92_ _
Zi:l u; = 37 IOgO, Ap—2 = —0p.
Novamente pelas relacoes de Girard, temos
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Os casos n =1 e n = 2 sao de andlise imediata.

Se n = 3, devemos ter a,_s = —ay,, logo, a; = —az. Também, a desigualdade acima
torna-se uma igualdade, de modo que u} = u2 = u? = 1. Multiplicando os polinomios
por —1, se necessario, podemos supor az = 1; entao, basta examinar quais, dentre os

polinomios

2 2 3 2 3 2

P4 —ax+1, P42t —r—1, P—a—z+1, 2*—z—2x-1,
tém todas as raizes iguais a 1 ou —1. Testando, vemos que s6 23+z*—r—1 = (x—1)(x+1)?
exrd—2*—x+1=(x—1)*x+1) satisfazem as condigoes. O

Problema 13 (All Union). Numere as linhas e colunas de um tabuleiro n x n de 1 a
n, respectivamente de cima para baixo e da esquerda para a direita. Dados 2n niumeros
reais distintos ai,...,ay, bi,...,by, para 1 < 4,5 < n escreva o nimero a; + b; na casa
1 x 1 situada na linha © e na coluna j. Se os produtos dos nimeros escritos nas casas
das colunas do tabuleiro forem todos iguais, prove que os produtos dos nimeros escritos
nas casas das linhas do mesmo também serao todos iguais.

Problema 14 (IMO - shortlist). Os nimeros reais a, b e ¢ sao tais que existe exatamente
um quadrado cujos vértices estao sobre o grifico da fungdo polinomial f(z) = x3 + ax? +
bx + c. Prove que o comprimento dos lados desse quadrado vale v/72.

Problema 15. Um multiconjunto é uma cole¢ao {{a1,as,...,a,}} de objetos nao ne-
cessariamente distintos (os elementos do multiconjunto), tais que {{aq,aq,...,a,}} =
{{b1,b2,...,bn}} se m = n e cada elemento aparecer uma mesma quantidade de ve-
zes em cada um deles. Sejam {{a1,aq,...,a,}} € {{b1,ba,...,bp}} dois multiconjuntos
distintos, cada um dos quais formado por inteiros positivos. Se

Hai+a;; 1 <i<j<n}}={{bi+0b;;1<i<j<n}}
prove que n € uma poténcia de 2.

Prova. Se f(z) =>_" 2% e g(z) = Y i, a%, entdo f # g,

Fl2)? = ixm 19 i 24t = F(22) + 2 ixai+aj
i=1

1<j 1<j

n n n
g(x)? = E 2% 4 2 E 2 = g(2?) + 2 E 2Vt
i=1 i<j i<j
A condicio do enunciado garante que > . . x%t% = YU gbitbi - de maneira que
> 1<J 1<j ’ )
subtraindo membro a membro as duas relacoes acima e fatorando o primeiro membro,

obtemos

(f(2) + 9(2))(f(z) — g(x)) = f(2?) — g(a?). (4)
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Observe agora que f(1) = g(1) = n, e o teste da raiz garante a existéncia de um
inteiro k > 1 e h € Z[z] tal que f(z) — g(x) = (z — 1)*h(x), com h(1) # 0. Portanto,
f(a?) = g(2?) = (2* = 1)"h(2?) e, daf,

(f(@) +g(2))(@ = D*h(2) = (2* — 1)*h(2?)

ou, ainda,
(f(z) + g(@)h(z) = (z + 1)*h(z?).
Avaliando a igualdade acima em x = 1, obtemos finalmente
2nh(1) = (f(1) + g(1)h(1) = 2°h(1),
e, a partir de h(1) # 0, obtemos n = 281, O
Problema 16 (OBM).

(a) Sen €N, prove que ha somente um numero finito de polinémios ménicos, de grau n
e coeficientes inteiros, tais que todas as suas raizes complexas tém maodulo 1.

(b) Seja f € Z[z] \ Z um polinémio monico, tal que todas as suas raizes complezas tém
modulo 1. Prove que todas as raizes complexas de f sao raizes da unidade.



