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Alguns problemas bacanas

CARLOS GUSTAVO MOREIRA
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(CONEMAT-2024). Considere as sequéncias de inteiros positivos (2, )n>1, (Yn)n>1 dadas por:
(220%%)

x1 = 2024, 2441 = Ty, ,Vn > 15 y1 = 2,yp41 = 297, Vn > 1.

Determine o menor inteiro positivo k tal que yi > T2924.

(P6-IMO-1991). Uma sequéncia infinita xg, 1, xa, ... de nimeros reais é dita limitada se existe
uma constante C' tal que |z;| < C,Vi > 0.

Dado um numero real a > 1, construa uma sequéncia infinita limitada xg, x1, 2, ... tal que
|z; — x;||i — j|* > 1 para todo par de naturais distintos ¢, j.

(P6-CIIM-2014)

(a) Seja (x,,) uma sequéncia com 0 < x,, < 1 para todo n. Prove que existe C' > 0 tal que,

para todo inteiro positivo r, existem m > 1 e n > m + r tais que (n — m)|x, — x,|?C.

(b) Prove que, para todo C' > 0, existem uma sequéncia (z,) com 0 < x,, < 1 para todo n e

um inteiro positivo r tais que se m > 1 e n > m+r entdo (n — m)|z, — x| > C.

(P3-IMO-2017) Um coelho invisivel e um cagador jogam da seguinte forma no plano euclidiano.
O ponto de partida Ay do coelho e o ponto de partida By do cacador sdo iguais. Depois de
n — 1 rodadas do jogo, o coelho encontra-se no ponto A,_; e o cagador encontra-se no ponto

B,,_1. Na n-ésima rodada do jogo, ocorrem trés coisas na seguinte ordem:

(i) O coelho move-se de forma invisivel para um ponto 4, tal que a distancia entre A,_; e

A, é exatamente 1.

(ii) Um aparelho de localizac¢ao informa um ponto P, ao cagador. A tdnica informagio garan-

tida pelo aparelho ao cacador é que a distancia entre P, e A, é menor ou igual a 1.

(iii) O cagador move-se de forma visivel para um ponto B, tal que a distancia entre B, _; e
B,, é exatamente 1.

E sempre possivel que, qualquer que seja a maneira em que se mova o coelho e quaisquer
que sejam os pontos informados pelo aparelho de localizagao, o cacador possa escolher os seus
movimentos de modo que depois de 10° rodadas o cacador possa garantir que a distancia entre

ele e o coelho seja menor ou igual que 1007

Um ledo e um homem jogam da seguinte forma em um disco D de raio R > 0 contido no plano
euclidiano. O ponto de partida Ag do ledo e o ponto de partida By do homem pertencem a D.
Depois de n — 1 rodadas do jogo, o ledo encontra-se no ponto A,,_; e o homem encontra-se
no ponto B,,_1. Na n-ésima rodada do jogo, ocorrem duas coisas na seguinte ordem:

(i) O ledo move-se (de forma visivel) para um ponto A,, de D tal que a distancia entre A, _;
e A, é no maximo 1.

(if) O homem move-se (de forma visivel) para um ponto B,, de D tal que a distancia entre

B,,_1 e B, é no maximo 1.

E sempre possivel, para qualquer R > 0 e para quaisquer pontos Ag e By de D que, qualquer
que seja a maneira em que se mova o homem, o ledo possa escolher os seus movimentos de
modo que depois de um certo nimero n de rodadas consiga alcangar o homem, ou seja, ter
A, =B, 17



