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1. Definições Básicas
Definição de Ceviana Isogonal: Dado um ângulo ∠𝐴, dizemos que as retas 𝑠 e 𝑡 sãocevianas isogonais relativas ao ângulo ∠𝐴 se 𝑠 é o simétrico de 𝑡 em relação à bissetrizdo ângulo ∠𝐴 (Fig. 1).
Definição de Conjugado Isogonal: Dado um triângulo 𝐴𝐵𝐶, dizemos que os pontos 𝑃 e𝑄 são conjugados isogonais relativos a 𝐴𝐵𝐶 se 𝐴𝑃 e 𝐴𝑄 são cevianas isogonais relativas
ao ângulo interno ∠𝐴; se 𝐵𝑃 e 𝐵𝑄 são cevianas isogonais relativas ao ângulo interno
∠𝐵; e se 𝐶𝑃 e 𝐶𝑄 são cevianas isogonais relativas ao ângulo interno ∠𝐶 (Fig. 2).

Observação: usando o teorema de Ceva trigonométrico, pode-se provar que, paraqualquer ponto 𝑃 no plano, existe um único conjugado isogonal 𝑄 no plano
(possivelmente na reta do infinito).
Notações Usadas: Dado um triângulo 𝐴𝐵𝐶 e um ponto 𝑃 no plano, definimos

· 𝑃∗ → conjugado isogonal de 𝑃 relativo a 𝐴𝐵𝐶;
· 𝑃𝑎 → pé da perpendicular de 𝑃 relativo a 𝐵𝐶 (defina 𝑃𝑏 e 𝑃𝑐 analogamente);
· 𝑃∗𝑎 → pé da perpendicular de 𝑃∗ relativo a 𝐵𝐶 (defina 𝑃∗𝑏 e 𝑃∗𝑐 analogamente);
· 𝑃𝐴 → interseção de 𝐴𝑃 com 𝐵𝐶 (defina 𝑃𝐵 e 𝑃𝐶 analogamente);
· 𝑃∗𝐴 → interseção de 𝐴𝑃∗ com 𝐵𝐶 (defina 𝑃∗𝐵 e 𝑃∗𝐶 analogamente);
· 𝑃′𝐴 → interseção de 𝐴𝑃 com (𝐴𝐵𝐶), distinto de 𝐴 (defina 𝑃′𝐵 e 𝑃′𝐶 analogamente);
· 𝑃𝑎 → simétrico de 𝑃 relativo a 𝐵𝐶 (defina 𝑃𝑏 e 𝑃𝑐 analogamente).



2. Alguns Segredinhos dos Conjugados Isogonais
A geometria do triângulo é riquíssima, e isso não poderia ser diferente quando estamosfalando de conjugados isogonais! A figura a seguir ilustra as notações vistas antes, etambém mostra algumas das propriedades mais picantes sobre conjugados isogonais queveremos adiante. Nas propriedades a seguir, estamos considerando um triângulo 𝐴𝐵𝐶 eum ponto 𝑃 arbitrário (geralmente no interior de 𝐴𝐵𝐶). Os demais elementos seguem asnotações vistas antes.

Propriedade 1 (Razões Métricas em Conjugados Isogonais):
𝐵𝑃𝐴𝑃𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝑃∗𝐴𝑃∗𝐴𝐶 = 𝐴𝐵𝐴𝐶
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Propriedade 2 (Critério Angular de Isogonalidade): Os pontos 𝑃 e 𝑄 são conjugados
isogonais relativos ao triângulo 𝐴𝐵𝐶 se, e somente se,

∢𝐶𝑃𝐴 + ∢𝐶𝑄𝐴 = ∢𝐶𝐵𝐴  ;   ∢𝐴𝑃𝐵 + ∢𝐴𝑄𝐵 = ∢𝐴𝐶𝐵.
Aqui, a igualdade está em ângulos direcionados módulo 𝜋. Caso os pontos 𝑃 e 𝑄 estejam
no interior do triângulo 𝐴𝐵𝐶, tais igualdades se reduzem, em ângulos ordinários, a:

∠𝐶𝑃𝐴 + ∠𝐶𝑄𝐴 = 180° + ∠𝐵   ;   ∠𝐴𝑃𝐵 + ∠𝐴𝑄𝐵 = 180° + ∠𝐶.
Propriedade 3 (Triângulo Pedal): o triângulo pedal Δ𝑃𝑎𝑃𝑏𝑃𝑐 de 𝐴𝐵𝐶 é diretamente
semelhante ao triângulo circunceviano Δ𝑃∗𝐴𝑃∗𝐵𝑃∗𝐶 de 𝑃. Além disso, sua área é dada por:

Δ𝑃𝑎𝑃𝑏𝑃𝑐 = 𝑃𝑜𝑡(𝐴𝐵𝐶)𝑃
4𝑅2 ⋅ Δ𝐴𝐵𝐶 ,

onde 𝑅 é o circunraio de 𝐴𝐵𝐶.
Propriedade 4 (Círculo dos 6 Pontos): Os pontos 𝑃𝑎, 𝑃𝑏, 𝑃𝑐, 𝑃∗𝑎, 𝑃∗𝑏, 𝑃∗𝑐 estão numa
circunferência cujo centro 𝑁 é o ponto médio de 𝑃𝑃∗. Tal círculo Γ é definido como ocírculo dos 6 pontos de 𝐴𝐵𝐶 relativo a 𝑃.
Propriedade 5 (Conjugados Isogonal como Circuncentro): O ponto 𝑃∗ é circuncentrodo triângulo Δ𝑃𝑎 𝑃𝑏 𝑃𝑐.
Propriedade 6 (Conjugados Isogonais e Poncelet): Seja ℇ uma elipse de focos 𝐹1 ,𝐹2 eseja 𝑃 um ponto no plano.

(i) (Propriedade Óptica da Elipse): Se 𝑃 ∈ ℇ e se 𝓁 a reta tangente a ℇ por 𝑃 (Fig. 1),temos ∠ 𝓁,𝑃𝐹1 = ∠ 𝓁,𝑃𝐹2 .
(ii) (Propriedade Isogonal da Elipse): Se 𝑃 é um ponto fora de ℇ e se 𝐴1 ,𝐴2 pontossobre ℇ tais que 𝑃𝐴1 ,𝑃𝐴2 são tangentes a ℇ (Fig. 2). Então, ∠𝐴1𝑃𝐹1 = ∠𝐴2𝑃𝐹2.

Ademais as retas 𝐹1𝑃 e 𝐹2𝑃 são bissetrizes dos ângulos ∠𝐴1𝐹1𝐴2 e ∠𝐴1𝐹2𝐴2,respectivamente.

Observação: As propriedades acima ainda continuam válidas com ℇ sendo hipérbole.



Propriedade 7 (Conjugados Isogonais e Elipse Tangente): Os pontos 𝑃 e 𝑃∗ são os focosda elipse ℇ, que é tangente aos lados do triângulo 𝐴𝐵𝐶 (ou seus prolongamentos) nospontos 𝐷, 𝐸 e 𝐹, onde
𝐷 = 𝑃∗ 𝑃𝑎 ∩ 𝐵𝐶 ;   𝐸 = 𝑃∗ 𝑃𝑏 ∩ 𝐶𝐴 ;   𝐹 = 𝑃∗ 𝑃𝑐 ∩ 𝐴𝐵.

Ademais, se o eixo maior de ℇ é 𝑋𝑋′, então 𝑋 e 𝑋′ estão em Γ.
Propriedade 8 (Conjugados Isogonais e Inversão): Sejam 𝑂1 e 𝑂2 os circuncentros dostriângulos 𝐵𝑃𝐶 e 𝐵𝑃∗𝐶, respectivamente. Então:

· 𝑂1 e 𝑂2 são inversos em relação a (𝐴𝐵𝐶);
· Se 𝐾,𝐿 = 𝐴𝐵𝐶 ∩ 𝑂1𝑂2, então 𝐾,𝐿;𝑂1 ,𝑂2 = − 1;
· 𝐴𝑂1 e 𝐴𝑂2 são cevianas isogonais com respeito ao ângulo interno ∠𝐵𝐴𝐶.

Propriedade 9 (Conjugados Isogonais e Inversão 𝒃𝒄): Os circuncírculos dos triângulos𝐴𝑃𝐴𝑃∗𝐴 e 𝐴𝐵𝐶 são tangentes. Além disso, temos
𝐴𝑃′𝐴 ⋅ 𝐴𝑃∗𝐴 = 𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶  ;  𝐵𝑃′𝐵 ⋅ 𝐵𝑃∗𝐵 = 𝐵𝐶 ⋅ 𝐵𝐴  ;  𝐶𝑃′𝐶 ⋅ 𝐶𝑃∗𝐶 = 𝐶𝐴 ⋅ 𝐶𝐵.

Por fim, se 𝑃 e 𝑃∗ são as imagens de 𝑃 e 𝑃∗ pela inversão 𝑏𝑐, então 𝑃 e 𝑃∗ são pares deconjugados isogonais.
Propriedade 10 (Conjugados Isogonais e Homotetia): O insimilicentro e oexsimilicentro dos círculos 𝐵𝑃𝐶 e 𝐵𝑃∗𝐶 estão sobre 𝐴𝐵𝐶 .
Propriedade 11 (Conjugados Isogonais e Ponto de Miquel): suponha que acircunferência Γ de centro 𝑂 intersecta 𝐵𝐶 em 𝐷 e 𝐷′, intersecta 𝐶𝐴 em 𝐸 e 𝐸′, e intersecta𝐴𝐵 em 𝐹 e 𝐹′. Se 𝑃 e 𝑄 são os pontos de Miquel de 𝐷𝐸𝐹 e 𝐷′𝐸′𝐹′, respectivamente
(relativos ao triângulo 𝐴𝐵𝐶), então 𝑃 e 𝑄 são conjugados isogonais. Ademais, 𝑂𝑃 = 𝑂𝑄.
Propriedade 12 (Conjugados Isogonais e Antipedais): Seja 𝑂 o circuncentro de 𝐴𝐵𝐶 esejam 𝑃, 𝑃∗ pares de conjugados isogonais relativos a 𝐴𝐵𝐶. Seja 𝑃∗ ′ o simétrico de 𝑃∗
relativo a 𝑂 e seja Δ𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 o triângulo antipedal de 𝑃∗ , isto é, o triângulo formado pelas
interseções das perpendiculares a 𝐴𝑃∗ , 𝐵𝑃∗ , 𝐶𝑃∗ por 𝐴, 𝐵, 𝐶, respectivamente. Então:

· 𝑃∗ e 𝑃∗ ′ são pares de conjugados isogonais relativos a Δ𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶;
· Δ𝑃𝐴𝑃𝐵𝑃𝑐 ∪ 𝑃 é diretamente semelhante a Δ𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 ∪ 𝑃∗ ′;
· Se 𝑄 é o conjugado isogonal de 𝑃 em Δ𝑃𝐴𝑃𝐵𝑃𝑐, então 𝑃𝑄 ∥ 𝑂𝑃∗.

Propriedade 13 (Lema da Reta Isogonal): Sejam 𝑠 e 𝑡 duas cevianas isogonais relativasao ângulo ∠𝐵𝐴𝐶, e sejam 𝑃 e 𝑄 pontos em 𝑠 e 𝑡, respectivamente. Se 𝐵𝑃 intersecta 𝐶𝑄
em 𝑋 e 𝐵𝑄 intersecta 𝐶𝑃 em 𝑌, então 𝐴𝑋 e 𝐴𝑌 são cevianas isogonais relativas a ∠𝐵𝐴𝐶.



3. Pares de Conjugados Isogonais Notáveis no Triângulo
Dado um triângulo 𝐴𝐵𝐶, temos as seguintes conjugações isogonais entre os pontosnotáveis abaixo. Alguns deles não são tão notáveis assim, então pesquise no Google osignificado de cada um deles! :P

Ponto Notável Conjugado IsogonalIncentro e Excentros Incentro e ExcentrosOrtocentro CircuncentroBaricentro Ponto de LemoinePonto de Gergonne Insimilicentro do circuncírculo e incírculoPonto de Nagel Exsimilicentro do circuncírculo e incírculoHumpty Points Dumpty PointsPontos de Fermat Pontos IsodinâmicosCentro do Círculo dos 9 Pontos Ponto de Kosnita

4. Conjugados Isogonais em Polígonos
Será que é possível estender as propriedades vistas dos conjugados isogonais empolígonos com mais de três lados? Algumas delas sim, outras não. Mas antes, vejamoscomo definir conjugados isogonais de modo mais geral.
Definição de Conjugado Isogonal em Polígonos: Seja 𝐴1𝐴2 ...𝐴𝑛 um polígono, não
necessariamente convexo, no plano. Dado um ponto 𝑃 no plano, dizemos que 𝑄 é o
conjugado isogonal de 𝑃 relativo ao polígono 𝐴1𝐴2 ...𝐴𝑛 se, para todo 𝑖 = 1,2,…,𝑛
(considere aqui índices módulo 𝑛), vale a seguinte igualdade, considerando ângulosdirecionados módulo 𝜋:

∢𝐴𝑖−1𝐴𝑖𝑃 = ∢𝑄𝐴𝑖𝐴𝑖+1 .
Diferente do caso de triângulos, nem sempre um ponto arbitrário tem um conjugadoisogonal com respeito a um polígono. Por isso, vejamos um critério que é umageneralização do círculo dos 6 pontos, e que, quando ele é atendido, nos permitegeneralizar naturalmente algumas propriedades.
Critério para Existência de Conjugado Isogonal: Existe o conjugado isogonal de 𝑃relativo ao polígono 𝐴1𝐴2 ...𝐴𝑛 se, e só se, uma das duas condições seguintes ocorrer:

1. Se 𝑃𝑖 é o pé da perpendicular de 𝑃 a 𝐴𝑖𝐴𝑖+1, então 𝑃1, 𝑃2, …, 𝑃𝑛 são concíclicos;
2. Existe uma cônica ℇ com foco em 𝑃 e tangente a 𝐴𝑖𝐴𝑖+1, para todo 𝑖 = 1,2,…,𝑛.

Se esse for o caso, sendo 𝑃∗ o conjugado isogonal de 𝑃 relativo ao polígono 𝐴1𝐴2 ...𝐴𝑛,
e sendo 0 é o pé da perpendicular de 𝑃∗ a 𝐴𝑖𝐴𝑖+1, temos que os pontos 𝑃1 , 𝑃2 , …, 𝑃𝑛 e
𝑃1∗, 𝑃2∗, …, 𝑃𝑛∗ estão sobre uma mesma circunferência Γ, cujo centro é o ponto médio
de 𝑃𝑃∗. Ademais, 𝑃 e 𝑃∗ são os focos de ℇ.



Quando 𝑛 = 4, esse critério possui uma forma alternativa bem simpática!
Existência de Conjugado Isogonal em Quadriláteros: se 𝐴𝐵𝐶𝐷 é um quadriláteroconvexo e 𝑃 é um ponto em seu interior, então 𝑃 tem conjugado isogonal se, e somentese, ∠𝐴𝑃𝐵 + ∠𝐶𝑃𝐷 = 180°.
Nem precisamos usar perpendicularidade para usar esse critério geral. Tudo o queprecisamos é de um ângulo orientado fixo saindo do ponto 𝑃!
Critério Geral de Existência de Conjugado Isogonal: Dado um ângulo 𝛼 ∈ 0, 𝜋 , seja
𝑃 𝑖 o único ponto na reta 𝐴𝑖𝐴𝑖+1 tal que ∢ 𝐴𝑖𝐴𝑖+1 , 𝑃𝑃𝑖 = 𝛼. Então, 𝑃 possui um
conjugado isogonal relativo ao polígono 𝐴1𝐴2 ...𝐴𝑛 se, e somente se, 𝑃1, 𝑃2, …, 𝑃𝑛 estão
numa mesma circunferência Γα. Neste caso, sendo 𝑃∗ o conjugado isogonal de 𝑃 relativo
ao polígono 𝐴1𝐴2 ...𝐴𝑛 e sendo e 𝑃∗𝑖 o único ponto na reta 𝐴𝑖𝐴𝑖+1 tal que
∢ 𝐴𝑖𝐴𝑖+1 , 𝑃∗𝑃∗𝑖 = − 𝛼, para todo 𝑖, temos que 𝑃∗𝑖 está em Γα . Ademais, o centro 𝑂𝛼 de
Γα está na mediatriz de 𝑃𝑃∗ e é tal que ∢𝑂𝛼𝑃𝑃∗ = 90° − 𝛼.
5. Problemas Propostos
Problema 1: Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo com incentro 𝐼 e seja 𝜔 = 𝐵𝐼𝐶 . Sendo 𝑃∗ oconjugado isogonal de 𝑃 relativo a 𝐴𝐵𝐶, prove que 𝐴𝑃 = 𝐴𝑃∗ se, e somente se, 𝑃 ∈ 𝜔.
Problema 2: Se 𝑂 e 𝐻 são o circuncentro e o ortocentro do triângulo acutângulo 𝐴𝐵𝐶,mostre que 𝐼𝑂 = 𝐼𝐻 se, e somente se, um dos ângulos de 𝐴𝐵𝐶 é 60°.
Problema 3: Prove que a ceviana isogonal de 𝐴𝑃 relativo a ∠𝐵𝑃𝐶 e a ceviana isogonalde 𝐴𝑃∗ relativo a ∠𝐵𝑃∗𝐶 são simétricas em relação a 𝐵𝐶.
Problema 4: Seja 𝑃 um ponto na mediatriz de medi𝐵𝐶 e seja 𝑃′ seu inverso com respeitoao circuncírculo de 𝐴𝐵𝐶. Prove que 𝐴𝑃 e 𝐴𝑃′ são cevianas isogonais relativos a ∠𝐵𝐴𝐶.
Problema 5 (IMO Shortlist/2000): Existem pontos 𝐷, 𝐸, 𝐹 sobre os lados 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵de um triângulo acutângulo 𝐴𝐵𝐶, respectivamente, tal que 𝐴𝐷, 𝐵𝐸, 𝐶𝐹 concorrem e

𝑂𝐷 + 𝐷𝐻 = 𝑂𝐸 + 𝐸𝐻 = 𝑂𝐹 + 𝐹𝐻 = 𝑅,
onde 𝑅 é o circunraio de 𝐴𝐵𝐶?
Problema 6 (IMO/2004): No quadrilátero convexo 𝐴𝐵𝐶𝐷, a diagonal 𝐵𝐷 não bissectanem o ângulo ∠𝐴𝐵𝐶, nem o ângulo ∠𝐶𝐷𝐴. O ponto 𝑃 está no interior de 𝐴𝐵𝐶𝐷 e satisfaz

∠𝑃𝐵𝐶 = ∠𝐷𝐵𝐴   ;   ∠𝑃𝐷𝐶 = ∠𝐵𝐷𝐴.
Prove que 𝐴𝐵𝐶𝐷 é cíclico se, e somente se, 𝐴𝑃 = 𝐶𝑃.



Problema 7 (IMO Shortlist/2008): É dado um quadrilátero convexo 𝐴𝐵𝐶𝐷. Prove queexiste um ponto 𝑃 dentro do quadrilátero tal que
∠𝑃𝐴𝐵 + ∠𝑃𝐷𝐶 = ∠𝑃𝐵𝐶 + ∠𝑃𝐴𝐷 = ∠𝑃𝐶𝐷 + ∠𝑃𝐵𝐴 = ∠𝑃𝐷𝐴 + ∠𝑃𝐶𝐵 = 90°

se, e somente se, as diagonais 𝐴𝐶 e 𝐵𝐷 são perpendiculares.
Problema 8: Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo dado. Suponha que 𝐷 e 𝐸 são pontos no plano taisque 𝐵𝐷 ∥ 𝐶𝐸 e 𝐴𝐷, 𝐴𝐸 são cevianas isogonais com respeito a ∠𝐵𝐴𝐶. Se 𝑃 = 𝐵𝐸 ∩ 𝐶𝐷,prove que 𝑃 está na bissetriz de ∠𝐵𝐴𝐶 e 𝐵𝐷 ∥ 𝐴𝑃.
Problema 9: Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo dado. Os triângulos retângulos 𝐴𝐵𝐷 e 𝐴𝐶𝐸 comhipotenusas 𝐴𝐷 e 𝐴𝐸 são construídas sobre os lados 𝐴𝐵 e 𝐴𝐶 externamente ao triângulo𝐴𝐵𝐶, Se ∠𝐵𝐴𝐷 = ∠𝐶𝐴𝐸 e 𝐻 = 𝐶𝐷 ∩ 𝐵𝐸, prove que 𝐴𝐻 ⊥ 𝐵𝐶.
Problema 10: Dado um quadrilátero convexo 𝐴𝐵𝐶𝐷, sejam 𝐼 e 𝐽 os incentros dos
triângulos 𝐴𝐵𝐶 e 𝐴𝐷𝐶, respectivamente, e sejam 𝐼′ e 𝐽′ os 𝐴 − excentros dos triângulos
𝐴𝐵𝐶 e 𝐴𝐷𝐶, respectivamente. Se 𝐸 = 𝐼𝐽′ ∩ 𝐼′𝐽, prove que 𝐸 está na bissetriz de ∠𝐵𝐶𝐷.
Problema 11: Seja 𝐼 o incentro do triângulo 𝐴𝐵𝐶, seja 𝑀 o ponto médio de 𝐴𝐼 e suponhaque 𝐵𝐼, 𝐶𝐼 intersectam 𝐴𝐵𝐶 novamente em 𝐸 e 𝐹, respectivamente. Tome pontos 𝑋 e𝑌 em 𝐴𝐸 e 𝐴𝐹, respectivamente, tais que ∢𝑋𝐵𝐶 = ∢𝐴𝐵𝑀 e ∢𝑌𝐶𝐵 = ∢𝐴𝐶𝑀. Prove que𝐼, 𝑋 e 𝑀 são colineares.
Problema 12: Seja 𝑃 um ponto no interior do quadrilátero convexo 𝐴𝐵𝐶𝐷. Os pontos𝑄1 e 𝑄2 estão localizados no interior de 𝐴𝐵𝐶𝐷 de modo que

∠𝑄1𝐵𝐶 = ∠𝐴𝐵𝑃; ∠𝑄1𝐶𝐵 = ∠𝐷𝐶𝑃; ∠𝑄2𝐴𝐷 = ∠𝐵𝐴𝑃; ∠𝑄2𝐷𝐴 = ∠𝐶𝐷𝑃.
Prove que 𝑄1𝑄2 ∥ 𝐴𝐵 se, e somente se, 𝑄1𝑄2 ∥ 𝐶𝐷.
Problema 13 (USAMO/2008): Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo e seja 𝑀 o ponto médio de 𝐵𝐶. Areta 𝐴𝑀 intersecta as mediatrizes de 𝐴𝐵 e 𝐴𝐶 em 𝐷 e 𝐸, respectivamente. As retas 𝐵𝐷 e𝐶𝐸 se intersectam em 𝐹. Prove que 𝐴, 𝐹, 𝑂 e os pontos médios de 𝐴𝐵 e 𝐴𝐶 são concíclicos.
Problema 14 (USA TST/2010): Sejam 𝑃 e 𝑄 pares de conjugados isogonais com respeito
ao triângulo 𝐴𝐵𝐶, e seja 𝐷 um ponto sobre 𝐵𝐶. Prove que ∠𝐴𝑃𝐵 + ∠𝐷𝑃𝐶 = 180° se, esomente se, ∠𝐴𝑄𝐶 + ∠𝐷𝑄𝐵 = 180°.
Problema 15 (APMO/2010): Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo acutângulo com 𝐴𝐵 > 𝐵𝐶 e 𝐴𝐶 >𝐵𝐶. Denote por 𝑂 e 𝐻 o circuncentro e ortocentro de 𝐴𝐵𝐶, respectivamente. Suponha que𝐴𝐻𝐶 ∩ 𝐴𝐵 = 𝑀 ≠ 𝐴 e 𝐴𝐻𝐶 ∩ 𝐴𝐶 = 𝑁 ≠ 𝐴. Prove que o circuncentro de 𝑀𝑁𝐻 estána reta 𝑂𝐻.
Problema 16: Seja 𝑂 o circuncentro de 𝐴𝐵𝐶 e suponha que as tangentes ao circuncírculode 𝐴𝐵𝐶 em 𝐴, 𝐵, 𝐶 formem um triângulo 𝑋𝑌𝑍. Sendo 𝐷𝐸𝐹 o triângulo órtico de 𝐴𝐵𝐶,prove que o conjugado isogonal de 𝑂 relativo a 𝐷𝐸𝐹 é o ortocentro de 𝑋𝑌𝑍.



Problema 17: Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo e sejam 𝑃, 𝑄 pares de conjugados isogonais
relativos a 𝐴𝐵𝐶. Sejam 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ as interseções de 𝐴𝑃, 𝐵𝑃, 𝐶𝑃 com 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵,respectivamente, e sejam 𝑎, 𝑏, 𝑐 as reflexões de 𝐴𝑄, 𝐵𝑄, 𝐶𝑄 em 𝐵′𝐶′, 𝐶′𝐴′, 𝐴′𝐵′,
respectivamente. Prove que 𝑎, 𝑏, 𝑐 são concorrentes.
Problema 18: Dado um triângulo 𝐴𝐵𝐶, seja 𝐷 um ponto arbitrário em seu interior quenão está sobre os lados de 𝐴𝐵𝐶. Seja 𝐸 um ponto sobre a isogonal de 𝐶𝐷 com respeito aoângulo ∠𝐴𝐶𝐵. Seja 𝐹 a interseção da isogonal de 𝐵𝐷 relativo a ∠𝐴𝐵𝐶 com a isogonal de𝐴𝐸 relativo a ∠𝐵𝐴𝐶.
Prove que as retas 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 e 𝐶𝐹 são concorrentes.
Problema 19: Seja 𝐷𝐸𝐹 o triângulo pedal de 𝑃 com respeito a 𝐴𝐵𝐶 (𝐷, 𝐸, 𝐹 em𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵, respectivamente) e sejam 𝑋,𝑌,𝑍 pontos nas semirretas 𝑃𝐷, 𝑃𝐸, 𝑃𝐹,respectivamente, tais que 𝑃𝐷 ⋅ 𝑃𝑋 = 𝑃𝐸 ⋅ 𝑃𝑌 = 𝑃𝐹 ⋅ 𝑃𝑍. Prove que 𝐴𝑋, 𝐵𝑌, 𝐶𝑍concorrem num ponto cujo conjugado isogonal está na reta 𝑂𝑃∗, em que 𝑃∗ é o conjugadoisogonal de 𝑃 com respeito a 𝐴𝐵𝐶.
Exemplo 20 (OBM/2020): Sejam 𝑟𝐴 ,𝑟𝐵 ,𝑟𝐶 semirretas de origem 𝑃. O círculo 𝜔𝐴, de
centro 𝑋, é tangente a 𝑟𝐵 e 𝑟𝐶; o círculo 𝜔𝐵, de centro 𝑌, é tangente a 𝑟𝐶 e 𝑟𝐴; e o círculo
𝜔𝐶, de centro 𝑍, é tangente a 𝑟𝐴 e 𝑟𝐵. Suponha que 𝑃 está no interior do triângulo 𝑋𝑌𝑍,
de modo que 𝑟𝐴 ,𝑟𝐵 ,𝑟𝐶 sejam tangentes comuns internas aos círculos correspondentes.
Sejam 𝑠𝐴 a reta tangente internamente a 𝜔𝐵 ,𝜔𝐶 que não contém 𝑟𝐴, 𝑠𝐵 a reta tangente
internamente a 𝜔𝐶 ,𝜔𝐴 que não contém 𝑟𝐵 e 𝑠𝐶 a reta tangente internamente a 𝜔𝐴 ,𝜔𝐵 que
não contém 𝑟𝐶. Prove que 𝑠𝐴 ,𝑠𝐵 ,𝑠𝐶 têm um ponto comum 𝑄, e prove que 𝑃 e 𝑄 são
conjugados isogonais no triângulo 𝑋𝑌𝑍, ou seja, as retas 𝑋𝑃 e 𝑋𝑄 são simétricas com
relação à bissetriz interna de ∠𝑌𝑋𝑍 e as retas 𝑌𝑃 e 𝑌𝑄 são simétricas com relação à
bissetriz interna de ∠𝑋𝑌𝑍.
Problema 21 (Sharygin/2024): Sejam 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶′ as bissetrizes de um triângulo 𝐴𝐵𝐶.Os segmentos 𝐵𝐵′ e 𝐴𝐶′ se intersectam em 𝐷. Seja 𝐸 a projeção de 𝐷 em 𝐴𝐶. Os pontos𝑃 e 𝑄 estão sobre os lados 𝐴𝐵 e 𝐵𝐶, respectivamente, tais que 𝐸𝑃 = 𝑃𝐷 e 𝐸𝑄 = 𝑄𝐷.
Demonstre que ∠𝑃𝐷𝐵′ = ∠𝐸𝐷𝑄.
Problema 22 (RMM Shortlist/2023): Um ponto 𝑃 é escolhido dentro de um triângulo𝐴𝐵𝐶 com circuncírculo Ω. Seja Γ a circunferência passando pelos circuncentros dostriângulos 𝐴𝑃𝐵, 𝐵𝑃𝐶 e 𝐶𝑃𝐴. Suponha que Ω e Γ se intersectem em 𝑋 e 𝑌 e seja 𝑄 o
simétrico de 𝑃 em relação a 𝑋𝑌. Prove que ∠𝐵𝐴𝑃 = ∠𝐶𝐴𝑄.
Problema 23: Dado um triângulo ABC, seja 𝐹 seu ponto de Fermat, e sejam 𝑆1 , 𝑆2 osprimeiro e segundo pontos isodinâmicos, respectivamente. Seja 𝑆′1 o simétrico a 𝑆1 com
respeito a 𝐵𝐶. Prove que ∠𝐴𝑆2𝑆1 = ∠𝐹𝑆2𝑆′1. Além disso, prove que 𝐹𝑆1 ∥ 𝐻𝑂, onde 𝐻 e
𝑂 são o ortocentro e circuncentro de 𝐴𝐵𝐶.



Problema 24: Seja 𝑙1 uma reta conectando o primeiro ponto de Fermat e o segundo pontoisodinâmico, seja 𝑙2 uma reta conectando o segundo ponto de Fermat e o primeiro pontoisodinâmico, e seja 𝑙3 a reflexão de 𝑙1 com respeito a 𝐵𝐶, e seja 𝑋 = 𝑙2 ∩ 𝑙3. Prove que
∠𝐵𝑋𝐶 = 60°.
Problema 25 (Vingança/2024 + USA TST/2025TST/2): Seja 𝐴1𝐴2 ...𝐴𝑛 um 𝑛 − ágono
cíclico com circuncentro 𝑂 e sejam 𝑃 e 𝑄 dois conjugados isogonais dele. Seja 𝑃𝑖 o
circuncentro de 𝑃𝐴𝑖𝐴𝑖+1 e 𝑄𝑖 o circuncentro de 𝑄𝐴𝑖𝐴𝑖+1, para 𝑖 = 1,2,…,𝑛 (considere
sempre índices módulo 𝑛). Prove que:
(a) 𝑃1𝑃2 ...𝑃𝑛 e 𝑄1𝑄2 ...𝑄𝑛 são cíclicos, com centros 𝑂𝑃 e 𝑂𝑄, respectivamente.
(b) 𝑂,𝑂𝑃 ,𝑂𝑄 são colineares.
(c) 𝑂𝑃𝑂𝑄 ∥ 𝑃𝑄.
(d) Agora, para cada 𝑘 inteiro positivo, defina os pontos 𝑃𝑘𝑖 e 𝑄𝑘𝑖 de maneira recursiva
como:

· 𝑃1𝑖 = 𝑄1𝑖 = 𝐴𝑖 (𝑖 = 1,2,...,𝑛);)
· 𝑃𝑘+1𝑖 e 𝑄𝑘+1𝑖 são os circuncentros de 𝑃𝑃𝑘𝑖 𝑃𝑘𝑖+1 e 𝑄𝑄𝑘𝑖 𝑄𝑘𝑖+1, resp. (𝑖 = 1,2,...,𝑛).

Prove que 𝑃𝑛1𝑃𝑛2...𝑃𝑛𝑛 e 𝑄𝑛1𝑄𝑛2...𝑄𝑛𝑛 são concíclicos.


