Construcao com régua e compasso

Prof. George Lucas

1 Introduzindo o problema

Definicao 1.1. Dados pontos z1,2z2 € C e r > 0 definimos

L(z1,29) ={tz1 + (1 — t)22 : t € R} a reta que passa por z, € 2o

C(z,r) ={w e C:|w—z]|=r} o circulo de centro z e raio r
Definicao 1.2. Dado um conjunto finito S C C com {0,1} C S e S fechado
por conjugacdo (isto é Z € S para todo z € S), defina a sequéncia de conjuntos
dada por Py =S e paran > 0:

Ln+1={L(z1,22): 21,20 € Pn}, Cny1 = {C(z1, |22 — 23]) : 21,292,253 € Pn}
P,i1 ={z€C: z estd em duas retas distintas de L1 }U
{z € C: z estd em dois circulos distintos de Cp11}U
{z € C: z estd em uma reta de L,+1 € em um circulo de Cpq1}.

Chamamos os elementos do conjunto P, o conjunto dos pontos n-construtiveis a

partir de S. Chamamos o conjunto U Py, de conjunto dos pontos construtiveis
n>0
a partir de S.

Verifique que os conjuntos P,,, L, C, sao finitos, P, é fechado por conjugagao
e que ainda P,, C Pp41,Ly C Ly41 € C C Crq1 para todo n € N,

Definigao 1.3. Dizemos que K C C é um corpo se satisfas os sequintes axio-
mas:

e 0cKeleK;
e Sea,be K entdoa—be K;
o Sea,be K comb#0, entao § € K.

Note que por essa definicao obtemos facilmente que se a,b € K entao a +
b,ab € K, ou seja, um corpo é fechado para adigao, subtragao, multiplicacao e
divisdo (contanto que o divisor seja # 0).

Lema 1.4. Dado uma familia de corpos {K; : i € I}, temos que ﬂ K; é um
iel
coTpo.

Lema 1.5. Se K € um corpo, entao Q C K.



2 O conjunto dos pontos construtiveis

Nessa secao demonstraremos que dado um conjunto inicial S, entao o conjunto
dos pontos contrutiveis a partir de S é o menor corpo que contém S e é fechado
para raiz quadrada, isto é, é o conjunto m K, onde K é a familia de corpos K
KeK
que contém S tais que se z € K entdao +/z € K. Note que K # () pois C € K.
Para isso, defina Q(S)PY tal menor corpo que contém S e é fechado para raiz
quadrada. Dividamos a demonstragao em 2 partes:
(i) P, C Q(S)PY para todo n € N;
(ii) U P, é um corpo fechado para raiz quadrada.
n>0
A parte (i) consiste de fazer indugdo em n. Com efeito para n = 0 o resultado
é 6bvio. Agora assumindo vélido para n > 0 desejamos provar que P41 C
Q(S)PY o que é equivalente a provar que:

o {z € C: z estd em duas retas distintas de L, 11} C Q(S)PY;
e {z € C: z estd em dois circulos distintos de C,,11} C Q(S)PY;
e {2 €C: zestd em uma reta de £,,1; e em um circulo de C,, 11} C Q(S)?Y.

Se z é a interseccao de duas retas, entao existem «, 5 € R e 21, 22, 23,24 € Py, C
Q(S)?Y tais que z = az; + (1 —a)ze = Bz3+ (1 — 8)z4. Fazendo a conta obtemos
a = 22(za—23)+%Z2(23—24)—23Za+24%3
(z1—22)(23—24)+(24—23) (21— 22)

P, Cc Q(S)PY) e assim z € Q(S)?Y.
Se z é a intersecgao de dois circulos, entao existem z1, 22, 23, 24, 25, 26 € Pn C
Q(S)?Y tais que |z — 21| = |22 — 23| € |z — z4] = |25 — 2g|... fazendo as contas
obtemos z € Q(S)PY.

Se z é a interseccao de uma reta e um circulo, entdo existem z1, 29, 23, 24, 25 €
Pn CQ(S)?Y e a € R tais que z = azy + (1 — )22 e |2 — 23| = |24 — 25]. Fazendo
a conta obtemos z € Q(S)PY.

€ Q(S)Py (pOiS 217227237247713577375 S

A prova da parte (ii) é mais extensa e precisamos do seguinte lema:
Lema 2.1. Seja n > 0, entdo
1. Se z,w € Py, entao ”Tw € Prto;

2. Se a,b,c € P, entdo a bissetriz do dngulo entre os segmentos Lla,b] e
Lla,c] estd em Lyy3;

3. Se a,b € P, entao a reta perpendicular a L(a,b) por a estd em L, 43;

4. Sea,b,c,p,q € Py, e8 é o dngulo entre os segmentos Lla,b] e L|a, c|, entdo
as retas que passam por p e fazem dngulo 6 com L(p,q) estao em L, 43;

5. Se a,b,c € P, entdo a reta paralela a L(a,b) que passa por ¢ estd em
£n+3;



6. Se a,b,c,p,q € P, tais que a,b,c nao sdo colineares, entdo os pontos r
tais que os triangulos Aabc e Apqr sao semelhantes estdo em Ppy7.

Nota. Aqui, se 21,22 € C definimos L[z1,22] = {tz1 + (1 — )22 : t € [0,1]} o
segmento que une z; € 2za.

Demonstragao. em sala. O

Teorema 2.2. Sejam z,w € U P, entao:
n>0

1. z—we UPn;

n>0

2. Sew # 0 entdo = € U Pr;

3. £z e | Pa.
n>0
Demonstragio. Se w = 0 entao (1) é ébvio. Para w # 0 veja que B(0, |w]) e
R(0,w) se intersectam em w e —w, assim —w € U P, e portanto pelo lema
n>0

anterior w € U Ppn. Assim z —w € R(0,55%) N B(55%,[554]) C U Pn
n>0 n>0

provando (1).
Para (2), (3) assumiremos z # 0, caso contrario o resultado é ébvio.
Agora note que os triangulos A(0, z,w) e A(0, Z, 1) sdo semelhantes e portanto,

pelo lema anterior, = € U Pn, concluindo (2). (Caso 0, z, w sejam colineares
n>0

deixamos esse caso a cargo do leitor).

Agora seja z = e’ r > 0. Bissectando o angulo (1,0, z) conseguimos tracar
aretal = {te% : t € R}. Conseguimos também construir o ponto ’“;1 pois ele é
o ponto médio de —1 € R(0,1)NB(0,1) e r € R(0,1)NB(0, |z|). Seja si (s > 0)
uma das intersecgdes de C(Z51, ZEL) e a perpedicular a L(0,1) por 0. Como
a circunferéncia C(%, T'QH) passa pelos pontos —1,r, si, —si, entao aplicando
poténcia de ponto obtemos s x s = r X 1 e portanto s = +/r. Finalmente
{xv/z} = B(0,[si|) N1 e estd provado (3). O

Este teorema conclui a demonstracao de (ii) e portanto o resultado dessa
secao segue.



3 Condicao necessaria para um ponto ser cons-
trutivel

Inicilamente note que como P, é finito, entao o conjunto dos pontos contrutiveis
é enumeravel. Assim ”quase todo ponto”néao é construtivel, apesar de o conjunto
dos pontos construtiveis ser denso em C (Basta notar que a + bi é construtivel
para todos a,b € Q). Para provar que um ponto é construtivel, basta exibir
uma maneira de construi-lo, entretanto como provamos que um determinado
ponto nao é construtivel? Iremos nessa secao ver uma propriedade importante
dos pontos construtiveis.

Definicao 3.1. Um par (L,K) de corpos (subcorpos de C) é chamada uma
extensao de corpos se K C L. Denotaremos simplesmente por L : K.

Note que L pode ser visto como um espaco vetorial sobre K e com isso vamos
definir:

Definig¢ao 3.2. Dada uma extensio de corpos L : K defina seu grau [L : K]
como a dimensao de L vista como espago vetorial sobre K. Se tal dimensao for
infinita simplesmente escreva [L : K] = oo.

Teorema 3.3 (Lei da torre). Sejam M : L e L : K duas extensdes de corpos.
Entao
[M:L][L:K]=[M:K].

Demonstra¢do. Assuma que as trés extensoes tem grau finito.

Seja {z1,x2,...,2my} uma base de L sobre K e {y1,¥a,...,yn} uma base de M
sobre L. Entdo deixamos como exercicio ao leitor provar que {z;y; : 1 < i <
m,1 < j <n} é uma base de M sobre K.

Se uma dessas 3 extensoOes tem grau infinito, o resultado também segue. O

Definicao 3.4. Dado um corpo K e um conjunto S € C definimos K(S) como
sendo o menor corpo que contém K e S, isto é, a intersec¢do de todos os corpos
que contém K e S.

Em particular Q(S) denota o menor corpo de contém S.

Defina também E,, = Q(P,) = Eo(Py).

Definicao 3.5. Seja K C C um corpo. O polindmio minimal (se existir) de
a € C € o polinémio ménico sobre K de menor grau que tem « como raiz.

Se tal polindmio existir, dizemos que « € algébrico sobre K. Caso contrdrio
dizemos que « € transcedental sobre K.

Lema 3.6. Seja o € C algébrico sobre K. Entdo [K(a) : K| € o grau do
polinomio minimal de o sobre K.

Demonstracdo. Seja m o grau do polinémio minimal de « sobre K. Note que
por esse motivo {1, a,a?,...,a™ 1} é um conjunto LI no espaco vetorial K ()
sobre K. Deixaremos como exercicio ao leitor verificar que

m—1
{Z a;a’ :ag,y ..., am—1 € K}
i=0



é um corpo (Dica: Obviamente isso é fechado para diferenga e para produto pois
podemos escrever qualquer poténcia de o como combinagao linear de poténcias
com expoente no maximo m — 1. Para provar que o inverso de cada elemento

nao-nulo estd no conjunto use Bézout).
m—1

Assim, K(a):{z a;a’ s ag, ... 4,1 € K}. O
i=0

Nota. Note que se a € C for transcedental sobre K, entao [K(«) : K| = oo pois
{a" : n > 0} é um conjunto LI.

Teorema 3.7. Se a € U Py, entao [Eo(a) : Ey] € uma poténcia de 2.
n>0

Demonstrag¢ao. Se o € Pp41, entdo Ey(a) C Epqq1. Vamos provar que [Ep,41 :
E,;] é uma poténcia de 2 para todo m > 0 e portanto como [E, 11 : E,][Ey :
Enfl] [El : EQ] = [En+1 : Eo] = [EnJrl : E()(a)MEo(Oé) : Eo], o resultado
segue.

Comecemos observando que [E,(«) : E,] = 1 ou 2. Com efeito, se a € E,, tal
grau é 1. Assuma « ¢ E,,. Pelas mesmas contas da parte (i) da se¢do anterior
obtemos que existe um polinémio de grau < 2 sobre F,, que zera a e portanto
segue tal afirmacao.

Agora note que se {a1,as,...,ar} = Ppny1\ Py entdo Ep1 = Ep(ar,. .., o)
e assim
k
[Em1: Em] = [[[Em(0n, ... 00) : B(an,... i)
i=1
e como [Ep(aq,...,q;) : Ep(aq,...,0;-1)] < [En(ey) @ Ep] = 1 ou 2; entdo

segue o resultado.
A dltima desigualdade segue pelo seguinte fato: Seja @Q o polindmio minimal de
a; sobre E,,, entao tal polinomio também esta sobre E,, (a1, ..., a;_1). O

Note que, em particular, nimeros transcedentais sobre Ej; nao sao cons-
trutiveis.

Exercicios ‘
(1) Prove que se Py = {0, 1}, entdo ndo podemos construir o ponto es . Isto
é, dado uma reta r é impossivel construir com régua e compasso uma reta que
forme um angulo de 20° com r.
(2) Dado um segmento e seus dois extremos, é impossivel construir um heptdgono
regular.
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