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1. Perai... Esses Problemas Nio Sio de Algebra

Problema 1 (OBM/2024): Esmeralda escolhe dois inteiros positivos distintos a € b,com
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b > a, e escreve a equacdo x“ —ax + b =0 no quadro. Se a equacdo possui raizes

inteiras positivas distintas ¢ e d, com d > c, ela escreve a equacao x> —cx+d=0no
quadro. Ela repete o procedimento enquanto obtiver raizes inteiras positivas distintas.
Caso ela escreva uma equagdo na qual isso ndo ocorre, ela para.

(a) Mostre que Esmeralda pode escolher a ¢ b de modo que ela va escrever exatamente
2024 equagdes no quadro.

(b) Qual ¢ a maior quantidade de equacdes que ela pode escrever sabendo que um dos
numeros escolhidos inicialmente ¢ 20247

Problema 2: Prove que para qualquer inteiro positivo z, 0 nimero
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¢ a soma de dois quadrados perfeitos consecutivos.
Problema 3: Determine todas as fungdes f : Z-q = Zsq tais que f (f (n)) =2n+1,
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Problema 4: Para cada n€N, ache o maior k € N tal que 2k divide

Problema 5 (IMO Shortlist/2021): Para quais inteiros positivos n a equagao
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¢ verdadeira?

Problema 6 (EGM0/2022): Determine todas as fungdes f : N — N tais que
(i) f (ab) = f(a)f (D), Va, b €N;

(i1) Para quaisquer a, b € N, ao menos dois dos nimeros f (a), f(b) e f(a + b) sdo iguais.

Problema 7 (EGMO0/2022): Uma sequéncia infinita de inteiros positivos a4,a,,.. ¢ dita
boa se a, ¢ um quadrado perfeito e, para todo n = 2, a,, ¢ o menor inteiro positivo tal que
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¢ um quadrado perfeito. Prove que, para toda sequéncia boa aq,a,,.., existe um inteiro
positivo k tal que a,, = a;, para todos os inteiros n = k.



Problema 8 (OMpD/2024): Seja ay,aq,a,,... uma sequéncia infinita de inteiros positivos
com as seguintes propriedades:

e q, ¢ um inteiro positivo dado;

e Paracadan > 1 inteiro, a,, ¢ o menor inteiro maior do que a,,_; de tal modo que
a, + a,_4 ¢ um quadrado perfeito.

Por exemplo, se a, = 3, entdo a; = 6, a, = 10, az = 15 e assim por diante.

(a) Seja T o conjunto dos nimeros da forma a,—a;, com k =1=0 inteiros.
Demonstre que, independentemente do valor de a,, o nimero de inteiros positivos
que nao estdo em T ¢ finito.

(b) Calcule, em fungdo de a,, a quantidade de inteiros positivos que ndo estdo em 7.

2. Eu Jurava Que Isso Era Combinatoria...

Problema 9 (Teste EGMO/2024): Sejam m e n inteiros positivos. Kellem e Carmen
jogam o seguinte jogo: inicialmente, o niimero 0 esté escrito no quadro. Comec¢ando por
Kellem e, de maneira alternada, elas somam uma poténcia de m ao numero escrito no
quadro, de modo que o novo nimero escrito no quadro ndo exceda n. Quem escrever n
vence o jogo. Determine, para cada par (m,n), quem tem a estratégia vencedora.

k

Observagdo: as poténcias de m sdo nimeros da forma m”, com k inteiro ndo negativo.

Problema 10 (EGM0/2023): E dado um inteiro positivo s > 2. Para cada inteiro positivo
inteiro k, definimos o twist k" de k como segue: escreva escreva k como as + b, onde a
e b sdo inteiros ndo negativos com b < s; entdo k' = bs + a. Para o inteiro positivo n,
considere a sequéncia infinita dq,d5,... , onde d; =n e d;;1 ¢ o twist de d;, para cada
inteiro positivo i.

Prove que esta sequéncia contem 1 se, e somente se, o resto quando n ¢ dividido por
s> —1éigualalous.

Problema 11 (IMO Shortlist/2021): Sejan > 3 um inteiro fixo. HAm > n + 1 contas em
um colar circular. Vocé deseja pintar as contas usando n cores, de modo que entre
quaisquer n + 1 contas consecutivas cada cor apareca pelo menos uma vez. Encontre o
maior valor de m para o qual essa tarefa ndo seja possivel.

Problema 12 (IMO Shortlist/2007): Determine todos os inteiros positivos n para os quais
os numeros no conjunto S = {1,2,...,n} podem ser coloridos de vermelho e azul, com a
seguinte condi¢do: o conjunto S X S X S contém exatamente 2007 triplas ordenadas
(x,y,2) tais que x,y,z sdo da mesma cor ¢ x + y + z ¢ divisivel por n.

Problema 13 (IMO Shortlist/2019): A sequéncia infinita a,,a4,a,,... de inteiros (ndo
necessariamente distintos) satisfaz 0 < a; < i, paratodo i =0, e, para todo k > 0 inteiro,
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Prove que todos os inteiros N > 0 aparecem ao menos uma vez nessa sequéncia.



Problema 14 (IMO Shortlist/2021): Determine todos os inteiros positivos n com a
seguinte propriedade: os k divisores positivos de n possuem uma permutagio (dy,....dy)

tal que, parai =1, ..., k, o nimero dq + ... + d; ¢ um quadrado perfeito.

Problema 15 (OBM/2020): Consideremos uma sucessdo infinita x{,x,,.. de nimeros
inteiros positivos tais que, para todo inteiro n > 1:
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;T 2%=1 onde k ¢ um inteiro positivo tal que

e Se x,, ¢ impar, entdo x, 1 =

2kl < X, < 2k,

Determine o menor valor possivel de x; para o qual a sucessdo contenha algum termo
igual a 2020.

Problema 16 (OMpD/2021): Branca de Neve possui, em seu enorme cesto, 2021 magas,
e ela sabe que exatamente uma delas possui um veneno mortal, capaz de matar um ser
humano horas apds ingerir apenas um misero pedago. Ao contrario do que diz os contos
de fadas, Branca de Neve ¢ mais malévola do que a Rainha M4, e ndo se importa com a
vida dos sete andes. Por isso, ela decidiu usa-los para descobrir qual maga ¢ envenenada.
Para tanto, no comeco de cada dia, Branca de Neve prepara algumas saladas de maca
(cada salada ¢ a mistura de pedagos de algumas macas escolhidas por ela), e obriga alguns
dos andes (possivelmente todos) a comer uma salada cada um. No fim do dia, ela observa
quem morreu € quem sobreviveu, € no dia seguinte ela novamente prepara algumas
saladas de maca, obrigando alguns dos andes sobreviventes (possivelmente todos) a
comer uma salada cada um. E ela continua a fazer isso, dia apos dia, até descobrir a maga
envenenada ou até que todos os andes morram.

Qual ¢ o nimero minimo de dias que Branca de Neve necessita para descobrir a maga
envenenada, independentemente da sorte que ela tenha?

3. Geometria? TN? Nem Sei Mais a Diferenca!l

Problema 17 (Rioplatense/2017): Temos um triangulo equilatero T de lado ¥, sendo ¢
um real positivo. Dividimos T em 23 triangulos equilateros. Cada um desses triangulos
tem seus lados paralelos aos lados de T, sendo que 16 deles tem lado 1, 6 tem lado 2 e o
ultimo tem lado a, com a # 1, 2. Determine todos os valores possiveis de € ¢ a.

Problema 18 (OBM/2004): Determine todos os valores de n tais que é possivel dividir
um tridngulo em # tridngulos, de modo que ndo haja 3 vértices alinhados e em cada vértice
incide 0 mesmo numero de segmentos.

Problema 19 (OBMU/2016): Uma bola de futebol ¢ usualmente obtida a partir de uma
figura poliédrica que possui faces de dois tipos, hexdgonos e pentagonos, e em cada
vértice incidem trés faces, sendo dois hexdgonos e um pentdgono. Diremos que um
poliedro convexo ¢ futebolistico, se € semelhante a bola de futebol no seguinte sentido:
possui as faces sendo m-agonos ou n-agonos (com m # n) e em cada vértice incidem trés
faces, sendo dois m-agonos e um n-agono.

(a) Prove que m deve ser par (b) Encontre todos os poliedros futebolisticos.



Problema 20 (IMO Shortlist/2008): No plano de coordenadas, considere o conjunto S de
todos os pontos com coordenadas inteiras. Para um inteiro positivo k, dois pontos
distintos A, B € S serdo chamados de k —amigos se houver um ponto C € S tal que a area
do triangulo ABC sejaigual a k. Um conjunto T € S ¢ k —clique se quaisquer dois pontos
em T forem k — amigos. Encontre o menor inteiro positivo k para o qual existe um k —
clique com mais de 200 elementos.

Problema 21 (OBM/2015):Seja ABC um tridngulo e n um inteiro positivo. Sobre o lado

BC considere os pontos Ay, Ay, ..., Ayn_q que dividem o lado em 2" partes iguais,
ou seja, BA; =AA; =..=A;_yA;m_4 =A;_1C. Defina os pontos
By, By, .., Byp_y e (Cq Cp ..  Cyn_q sobre os lados CA e AB,
respectivamente, de maneira andloga. Trace os segmentos AA;, AA,, .., AAjn,
BB, BB,, ..., BBjne CCq, CC,, ..., CCyn. Determine, em fun¢do de n, em quantas

regiodes foi dividida a regidao delimitada pelo tridngulo ABC por esses segmentos.

Problema 22 (IMO/2001): Sejam a > b > ¢ > d inteiros positivos e suponha ainda que
ac+bd=((b+d+a—c)(b+d—a+c).Prove que ab + cd ndo é primo.

4. Algumas Curiosidades

e (Teorema de Ringel-Youngs): Dada uma superficie S com caracteristica de
Euler y (isso € um nimero que meio que descreve a orientagdo € o numero de
buracos dela), se dividirmos tal superficie em varias regides, 0 nimero maximo
de cores necessarias para colorir cada regido com uma cor, de modo que nao haja
duas regides adjacentes da mesma cor ¢é:

7 + .49 — 24y
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A excecdo ¢ a garrafa de Klein, onde tal maximo ¢ 6.

o (Tabuleiros e Incidéncia em Planos Projetivos): Se desejamos pintar as casas de
um tabuleiro n X n (n = 2) de modo que nado haja 4 casas pintadas que formem as

extremidades de um retdngulo com lados paralelos ao do tabuleiro, o nimero de

n(1+V4n-3
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casas pintadas ¢ menor ou igual a . Além disso, usando planos

projetivos em corpos finitos, pode-se provar que se n = p?+p + 1, com p primo,
entdo tal valor ¢ de fato uma cota maxima atingivel.

¢ (Teorema da Imersao de Massey-Cohen): Uma variedade diferencidvel n —
dimensional arbitraria (que ¢, basicamente, uma estrutura geométrica onde vocé
pode “caminhar” em n dire¢cdes sem encontrar nenhuma mudanga abrupta na
trajetoria) pode ser imersa num espaco euclidiano de dimensdo N se, e somente
se, N = 2n — s(n), onde s(n) ¢é a soma dos algarismos de n na base binaria.



