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Nesta aula abordaremos jogos que envolvem estratégias vencedoras relacionadas com a sequéncia

de Fibonacci.

Agora analisaremos jogos com informacao completa em que dois jogadores jogam alternadamente

e sabem tudo sobre a posi¢ao corrente do jogo e os possiveis lances a cada momento.

Em particular, informacao completa significa que o elemento de sorte nao pode estar presente no

jogo, nem pode haver cartas escondidas ou algo do género.

Posicao Perdedora (P)

Nao é possivel deixar o adversario em uma posicao perdedora.

A partir dela, é impossivel escolher uma jogada e repassar uma posicao perdedora para o ad-
versario. Em outras palavras, nao importa o movimento escolhido, o adversario ird receber uma

posicao vencedora.

Posi¢ao Vencedora (V)

E possivel deixar o adversario em uma posi¢ao perdedora.

A partir dela, podemos escolher uma jogada e repassar uma posicao perdedora para o adversario.

Exemplo 1: Nesse jogo ha dois jogadores, Aline e Bruno, e n palitos.
Uma jogada consiste em retirar 1, 2 ou 3 palitos.
Aline comeca e eles jogam alternadamente. Ganha quem retirar o ultimo palito.

Questao: Quais sao as posicoes perdedoras nesse jogo?



Cartoes Magicos Binarios

Faremos a magica com os Cartoes Magicos Bindrios, usando o roteiro:

O matemagico escolhe alguém da plateia e pede que essa pessoa pense num numero de 1 a 64,

sem revela-lo.
Em seguida, sao apresentadas 6 cartelas e o matemagico faz 6 perguntas.
O nimero que vocé pensou esta na primeira cartela? Esta na segunda cartela? E assim por diante.

Feitas as 6 perguntas o matemagico revela o niimero que a pessoa pensou.

I 3 5 7 9 11 13 15 2 3 6 7 10 11 14 15
1719 21 23 25 27 29 31 18 19 22 23 26 27 30 31
33 35 37 39 41 43 45 47 34 35 38 39 42 43 46 47
49 51 53 55 57 59 61 63 50 51 54 55 58 59 62 63
4 5 6 7 12 13 14 15 g 9 10 11 12 13 14 15
20 21 22 23 28 29 30 31 24 25 26 27 28 29 30 31
36 37 38 39 44 45 46 47 40 41 42 43 44 45 46 47
52 53 54 55 60 61 62 63 56 57 58 39 60 61 62 63
16 17 18 19 20 21 22 23 32 33 34 35 36 37 38 39
24 25 26 27 28 29 30 31 40 41 42 43 44 45 46 47
48 49 50 51 52 53 54 55 48 49 50 51 52 53 54 55
56 57 58 59 60 61 62 63 56 57 58 59 60 61 62 63




Cartoes Magicos de Fibonacci

Agora faremos a magica com os Cartoes Mégicos de Fibonacci, usando o seguinte roteiro:

O matemagico escolhe alguém da plateia e pede que essa pessoa pense num numero de 1 a 120,

sem revela-lo. Em seguida, sao apresentadas as 10 cartelas e o matemagico faz até 10 perguntas.
O nuamero que vocé pensou esta na primeira cartela? Esta na segunda cartela? E assim por diante.

Aqui ha uma coisa que impressiona mais, pois se o nimero estiver numa determinada cartela, ele

nao estara na seguinte e, nesse caso, a quantidade de perguntas pode ser inferior a 10.

Ao final o matemagico revela o niimero que a pessoa pensou.
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111 114 116 119 122 124

3 4 11 12 16 17
24 25 32 33 37 38
45 46 50 51 58 59
66 67 71 72 79 80
87 88 92 93 100 101
105 106 113 114 121 122
8 9 10 11 12 29

30 31 32 33 42 43

44 45 46 63 64 65

66 67 84 & 86 87

88 97 98 99 100 101
118 119 120 121 122 131

2 7 10 15 20 23
28 31 36 41 44 49
54 57 62 65 70 75
% 8 8 91 96 99
104 109 112 117 120 125
5! 6 7 18 19 20
26 27 28 39 40 41
52 53 54 60 61 62
B3 75 81 82 83
94 95 96 107 108 109
115 116 117 128 129 130
13 14 15 16 17 18
19 20 47 48 49 50
51 52 53 54 68 69
0 71 72 73 T4 75

102 103 104 105 106 107
108 109 136 137 138 139




21 22 23 24 25 26
2 28 29 30 31 32
33 7 77 78 79 80
8l 82 83 84 8 86
gr 8 110 111 112 113
114 115 116 117 118 119
120 121 122 165 166 167

34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45
46 47 48 49 50 51
52 53 54 123 124 125

55 56 57 58 39 60 89 90 91 92 93 94
61 62 63 64 65 66 95 96 97 98 99 100
67 68 69 70 T1 72 101 102 103 104 105 106
73 74 75 76 Tr T8 107 108 109 110 111 112
79 80 81 82 &3 &4 113 114 115 116 117 118
85 86 &7 88 199 200 119 120 121 122 123 124

Considere uma variacao da sequéncia de Fibonacci F; =1,Fy, =2¢ F, = F,,_1+ F,,_», paran > 3.

Fi=1,F=2F=3F=>5F =8 Fy=13,F, =21, Fy = 34, Fy = 55, F}o = 89, F}, = 144

Teorema de Zeckendorf: Todo numero inteiro positivo pode ser escrito de
modo unico como soma de termos nao consecutivos da sequéncia Fj,.

Vejamos alguns exemplos:

8 = F5; = 10000p, 13 = F3 =100000p, 20=134+5+2= Fs+ Fy+ F, =101010p
40=344+5+1= Fg+ Fy + Fy = 10001001 p

43 =34+ 8+ 1= Fg+ F5 + F; = 10010001 ¢

90 =34 + 13+ 3 = Fg + Fg + F5 = 10100100 £

65 =55+ 8+ 2 = Fy + F5 + F» = 100010010 %

144 = Fy; = 10000000000 &
https://www.dcode.fr /zeckendorf-representation

Observe as representacoes de 40 e 65, o que é possivel verificar?



Exemplo 2 — OBM 2014 — Nivel 1 — Fase 3

Ana e Beatriz possuem muitas moedas. Elas colocam varias sobre uma mesa e jogam de acordo

com as seguintes regras:

i. o primeiro a jogar retira no minimo uma moeda, mas nao todas.

ii. quem jogar a seguir pode retirar no minimo uma moeda e no maximo o dobro do nimero de

moedas que o jogador anterior retirou.

iii. ganha quem retirar a ultima moeda.

(a) Suponha que elas coloquem 11 moedas sobre a mesa.

Se Ana for a primeira a jogar e retirar duas moedas, mostre como Beatriz pode vencer o jogo

(nao importando quais sejam as demais jogadas de Ana).

(b) Agora suponha que elas coloquem 15 moedas sobre a mesa.

Mostre como a primeira a jogar pode vencer o jogo sempre (nao importando quais sejam as

jogadas da segunda).

Exemplo 3 — Geral — Adaptado OBM 2014 — N3 — Fase 3

Temos dois jogadores e n > 2 moedas numa mesa, eles jogam alternadamente de acordo com as

seguintes regras:

(i) o primeiro a jogar retira no minimo uma moeda, mas nao todas.

(ii) quem jogar a seguir pode retirar no minimo uma moeda e no méximo o dobro do nimero de

moedas que o jogador anterior retirou.

(iii) ganha quem retirar a tltima moeda.

Questao: Quais sao as posicoes perdedoras?



Exemplo 4 — O Jogo de Wythoff

Dois jogadores jogam alternadamente retirando palitos de duas pilhas sobre uma mesa. Na sua
vez, cada jogador pode retirar qualquer quantidade de palitos de uma pilha ou a mesma quantidade

de palitos de ambas as pilhas. O ganhador é aquele que retirar o tltimo palito.
Questao: Quais sao as posi¢goes perdedoras?

Teorema: As posigao perdedoras (z,, y,) do Jogo de Wythoff com z,, < y,, sdo dadas por

1++5
9

(T, yn) = (lan], [ (e +1)n]), onde a = e |lz] =max{n €Z : n <z}

As posicoes perdedoras satisfazem as seguintes condigoes:

(a) Cada ndmero natural aparece exatamente uma vez.

(b) yn — x,, = n.

n|1]2]3 6 | 7|89 1011|1213 |14 |15 |16
rn, |1 13|46 9 |11 12|14 |16 | 17 |19 |21 |22 |24 | 25
Yo |2 (5| 7|10 13 15|18 |20 |23 26|28 |31 |34 36|39 |41

Conjectura: As posigao perdedoras no Jogo de Wythoff sdo da forma (m,n), onde m termina
em 1 ou numa quantidade par de zeros na representacao de Zeckendorf e n tem representagao

idéntica & m com o acréscimo de um zero ao final.

Sao posigoes perdedoras (m,n): (1, 2), (3, 5), (4, 7), (6, 10), (8, 13), (9, 15), (12, 20), ..., (40, 65), ...

Vejamos a representacao de Zeckendorf dos pares acima:

(1, 2) = (1g, 10£), (3, 5) = (100x, 1000£), (4, 7) = (101x, 1010%),
(6, 10) = (10015, 100105), (8, 13) = (10000, 100000 ),

(9, 15) = (10001, 1000105), (12, 20) = (10101, 101010),

(40, 65) = (10001001, 100010010 )

n 2|3/ 4|56 |7 ,8|9 (10111213 14|15 |16
Tn 6 9 11|12 14|16 |17 |19 |21 | 22|24 |25
Un 711013151820 (23|26 |28 |31|34 (36|39 |41
n 2 3 4 5 6 7 8 9
(xp)r | 1 | 100 | 101 | 1001 | 10000 | 10001 | 10100 | 10101 | 100001
(y»)r | 10 | 1000 | 1010 | 10010 | 100000 | 100010 | 101000 | 101010 | 1000010
n 10 11 12 13 14 15 16
(z,)r | 100100 | 100101 | 101001 | 10000000 | 10000001 | 10000100 | 10000101
(y»)r | 1001000 | 1001010 | 1010010 | 100000000 | 100000010 | 100001000 | 100001010




