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1 Razao Cruzada

Definigao 1. Sejam A, B, C' e D pontos colineares. Sua razdo cruzada é
definida como

AC BC
A B;C,D)= —: —.
( ) ) C7 ) AD BD
Lema 1. Sejam A, B, C' e D pontos colineares e O um ponto nao colinear aos
anteriores. Entao a razdo cruzada (A, B;C, D) € dada por
_AC BC _ sin(LAOC)  sin(/BOC)
~ AD " BD  sin(/ZAOD) " sin(/BOD)’
Definigao 2. Sejam a, b, c e d retas concorrentes. Sua razdo cruzada € definida
como

(A,B;C,D)

sin(Zac) sin(Zbc)
sin(Zad) ~ sin(/bd)’

(a,b;¢,d) =

Consequéncias do Lema:

Corolério 1. Sejam A, B, C' e D pontos colineares e O um ponto ndo colinear
aos anteriores. Se a = OA, b= 0B, c=0C, d= 0D, entdo

(A, B;C, D) = (a,b;c,d).

Corolario 2. Sejam Ay, By, C1 e Dy pontos em uma reta r e As, Bs, Cy e
Dy outros pontos em uma outra reta s, tais que AyAs, B1Bs, C1Cy e D1Dy
concorrem em O. Entao (A1, B1;C1, D1) = (Ag, Ba; Ca, Ds).
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Corolario 3. Sejam A, B, C, D, O1 e Oy pontos em um circulo. Entdo

(OlA, OlB; 010, OlD) = (O@A, OQB; OQC, OQD)

C B

Definicao 3. Sejam A, B, C e D pontos em um circulo. Sua razao cruzada €
definida como

sin(AAC /2) sin(BAC /2)
sin(AB /2) sin(BD /2)

(A,B;C,D) =

2 Teoremas

Teorema 1 (Teorema da Borboleta). Seja XY wuma corda em uma circun-
feréncia e M o seu ponto médio. Sejam AB e C'D outras duas cordas da mesma
circunferéncia passando por M. Sejam P e Q as interse¢oes de AC e BD com

XY. Entao M € ponto médio de PQ).

Teorema 2 (Teorema de Desargues). Sejam 6 pontos distintos A, B,C, A', B" e
C" do plano projetivo tais que as retas AA’', BB’ e CC’ sdo concorrentes. Entdo
0s 3 pontos de intersecio ABNA'B', ACNA'C' e BCNB'C' sio colineares.

Teorema 3 (O Dual do Teorema da Desargues). Sejam 6 retas distintas a,b,c,a’, v/
e ¢’ do plano projetivo tais que os pontos de intersecio aNa’, bNb ecNc sao
colineares. Entao as 3 retas ligando a N'b com a’ NV, aNc coma' N ebNe
com b’ N sao concorrentes.

Teorema 4 (Teorema de Pappus). Sejam Aj, As, A5 pontos em uma reta v
e Bi, Bg, By pontos em uma outra reta s. Sejam R = A1Bs N B1As, Q =
A1BsN B1As e P= AyB3 N ByAs. Entdao P,Q e R sdo colineares.
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Teorema 5 (Teorema de Palcal). Sejam A, As, As, By, Ba, B3 pontos em uma
circunferéncia. Sejam R = A1 BoNB1 Ay, Q = A1BsNB1 A3z e P = Ay BsNByAs.
Entao P,QQ e R sao colineares.

3 Pontos e retas polares

Definicao 4. Dados um circulo C de centro O e um ponto A # O, a reta polar a
A com respeito ao circulo C € a reta perpendicular a OA passando pela inversao
do ponto A com respeito a C.

Definicao 5. Dados um circulo C de centro O e uwma reta a que ndo passa por
O, o ponto polar a a com respeito ao circulo C € a inversao com relagao a C do
pé da altura de O em a.

Lema 2. Sejam C um circulo, A e B pontos distintos de seu centro. Se a e b
sdo as respectivas retas polares de A e B, entdo A € b se e s6 se B € a.

Proof. Propriedades basicas de inversao. O



Definigcao 6. Dizemos que A e B sao conjugados com relacdo a um circulo se
um estd na polar do outro.

Lema 3. Sejam A e B pontos conjugados com relagao a um certo circulo C.
Sejam C e D as duas interse¢oes de C com a reta AB. Entdo (A, B;C,D) = —1.

4 'Teoremas

Teorema 6 (Brianchon). Seja A1 Ay A3Ay4AsAg um hexdgono com um circulo
incrito a ele, ou seja, seus lado sao todos tangentes a um mesmo circulo. Entdo
A Ay, AsAs e A3Ag sdo concorrentes.

Teorema 7 (Brokard). Sejam PQRS um quadrildtero inscrito em um circulo de
centro O e A, B, C seus pontos diagonais, ou seja A = PQNRS, B=QRNSP,
C =PRNQES. Entio O ¢é o ortocentro de ABC.
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