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Polinémios em R[z| e C|z]

Fatos que vocé precisa saber...

1. (Teorema Fundamental da Algebra). Considere que P(z) seja um polinémio complexo de
grau n > 1. Entado P(z) possui exatamente n raizes complexas r1,79,...,7,, contando com
multiplicidade. Além disso, P(x) = c¢[[;_, (x — r;) para uma constante c.

2. Lema: Considere que P(z) seja um polindomio com coeficientes reais. Entao suas rafzes nao
reais formam pares de conjugados complexos.

3. (Férmulas de Viete). Considere que o polinémio P(z) = ¢,2™ + ¢, 12" ' +. ..+ ¢y tenha raizes
r1,72,...,T,. Entao temos:
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Definigao. Para dois polindomios reais P(z) e Q(z), o maior divisor comum D(z) := ged(P, Q)
é definido como o polinémio real de maior grau que divide tanto P(x) quanto Q(z). Além

disso, deg D < min(deg P, deg Q).
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11.

12.

(Identidade de Bezout). Considere que P(z) seja um polindmio real de grau n e Q(z) um
polinémio real de grau m. Entao existem polindmios reais A(x) e B(z) tais que A(x)P(z) +
B(z)Q(x) = D(z), onde D(z) = ged(P, Q).

Lema: Considere que P(z) e Q(x) sao polindmios reais que sao primos entre si. Temos

P(2)|Q(z)R(z) = P(x)|R(z)

Lema:. Considere que P(z) e Q(x) sejam polinomios que se intersectam nos pontos xy, g, . . ., T.
Ou seja, P (z;) = Q (z;) parai = 1,2,... k. Entao

P(z) — Q(z) = A(x) H (r—x;) = Alx) (x — 1) (x — m2) ... (x — )

=1

para algum polinémio A(z) com deg A = deg(P — Q) — k. Se k > deg P e k > deg @, entao
P=qQ.

(Teorema do Valor Intermedidrio). Se a func¢ao de valor real f é continua sobre [a,b], entao
ela atinge qualquer valor dado entre f(a) e f(b) em algum ponto dentro do intervalo.

Lema: Se P(z) é um polinémio com coeficientes reais e tem grau impar, entao ele possui pelo
menos uma raiz real.

(Derivada de um Polinoémio). Considere o polindmio nao constante P(x) = ¢,2" + ¢, 12" +

...+ co com raizes ri,7r9,...,r,. Entao temos duas formulas para sua derivada:
n—1
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Note, em particular, que o grau de P'(z) é sempre um a menos que o grau de P(z) para P
nao constante.

(Raizes Repetidas). Considere que o polinémio P(zx) tenha a raiz r com multiplicidade & > 1.
Entao r é uma raiz de P’(x) com multiplicidade k£ —1 (ou se k = 1, r ndo é uma raiz de P'(z)).

(Teorema de Rolle). Se a fungao de valor real f é continua sobre [a,b], diferencidvel sobre
(a,b), e f(a) = f(b), entdo existe pelo menos um ¢ em (a,b) tal que f'(c) = 0.

(Lema do Entrelagamento). Se f(z) é uma funcao diferencidvel no intervalo (a,b) e f(x) =0
tem k raizes (contadas com multiplicidade) em (a,b), entdo f'(z) = 0 tem pelo menos k — 1
raizes em (a,b).



13. (Regra de Sinais de Descartes). Seja o polinomio P(z) = Zle cixPi,com 0 < pp < pot...+pg
e coeficientes reais nao nulos ¢;. Seja V(P) o numero de mudangas de sinal nos coeficientes
de P, ou seja, onde ¢;c;11 < 0. Seja Z(P) o nimero de raizes estritamente positivas de P(z).
Entao, Z(P) < V(P) e V(P) — Z(P) é par.

Problemas da Aula

Problema 1. (URSS 1991) Dados ajas, a,, by, be, ..., b, 2n reais distintos. Em um tabuleiro n x n
escreve-se 0 numero a; + b; na casa que estd i-ésima linha e j-ésima coluna.

Prove que se o produto dos elementos em cada linha é o mesmo, entao o produto en cada coluna
também é o mesmo.

Problema 2. (Bay Area MO 2004) Ache todos os polinémios moénicos com coeficientes inteiros
tais que:

(i) P(0) = 2004.

(ii) Se x é irracional, entdo P(z) é irracional.

Problema 3. Sejam ag,aq, ..., a, nimeros reais tais que

n

a;
Zi+1:0

=0

Prove que o polinomio P(x) = a,z" + - - - + a1 + a¢ tem pelo menos uma raiz real.

Problema 4. Encontre todos os polindmios P(z) com coeficientes reais que satisfagam
P(zV2) =P (3: + m>

para todo x real com |z| < 1.

Problema 5. Seja 0 = 29 < 21 < --- < x, = 1. Encontre o maior niimero real C' tal que, para
qualquer ntmero inteiro positivo n, temos

n
in (xp —xp—q) > C
k=1

Problema 6. (RMO TST 2001) Ache todos os polinémios com coeficientes reais P(x) tais que

P(z)P (22> — 1) = P (2*) P(2z — 1)
para todo x € R.



Problema 7. (USA TST) Ache todos os polinomios ndo constantes P(z) de coeficientes complexos
tais que todas as raizes complexas de P(z) e P(z — 1) tém médulo igual a 1.

Problema 8. Sejam P, dois polinémios em R|x] tais que deg P,deg ) < n e satisfazendo

P)z" " + Qx)"(x +1)" =1

Determine todos os valores possiveis de ) (—%)

Problema 9. (KOMAL) Ache todos os pares de polinomios ménicos com coeficientes complexos
P(z),Q(x) e numero natural n € N tais que Q(0) =0 e

P(Q(2) = (z —1)(x —2)...(z —n)

Problema 10. (Putnam 1956) Os polinémios nao constantes P(z) e Q(z) com coeficientes comple-
x0s possuem o mesmo conjunto de niimeros para suas raizes, mas com multiplicidades possivelmente
diferentes. O mesmo é verdadeiro para os polinémios P(z) + 1 e Q(z) + 1. Prove que P(z) = Q(2).

Problema 11. (Teorema de Gauss-Lucas) Se P é um polinomio néo constante com coeficientes
complexos, todas as raizes de P’ pertencem ao envoltério convexo do conjunto das raizes de P.

Problema 12. (Putnam 2018). Seja n um numero inteiro positivo, e seja f,(2) =n+ (n — 1)z +
(n —2)2% +--- 4 2" 1. Prove que f, nao tem raizes no disco unitdrio fechado {z € C: |z| < 1}.

Problemas para Casa (ou quarto do Hotel)

Problema 1. (HMMT 2017) Seja P(z),Q(z) polindmios nao constantes com coeficientes reais.
Prove que, se

[P(y)] = Q)]

para todos os nimeros reais y, entdo P(x) = Q(x) para todos os niumeros reais x.
Problema 2. (Canadd 2013) Determine todos os polinomios P(z) com coeficientes reais tais que
(x+1)P(x —1) — (x — 1)P(x)
¢ um polindémio constante.

Problema 3. (Espanha 2002) Encontre todos os polinomios P(t) de uma varidvel que satisfagam o
seguinte para todos z,y € R:

P(z* —y*) = P(x —y)P(z +y)

Problema 4. (USAMO 2014) Sejam a, b, ¢,d nimeros reais tais que b —d > 5 e todas as raizes
T1, T2, 3 € 14 do polindmio P(x) = x* + az® + bx® + cx + d sao reais. Encontre o menor valor que o
produto (x? + 1) (23 + 1) (x5 + 1) (z3 + 1) pode assumir.



Problema 5. (Desconhecido) Um polindmio p de grau n satisfaz p(k) = 2% para todos 0 < k < n.
Encontre p(n + 1).

Problema 6. (Putnam 2023) Seja n um nimero inteiro positivo e par. Seja p um polinémio monico
real de grau 2n; isto é, p(z) = ¥ + ag,_12*" 1 + -+ + a1 + ap para alguns coeficientes reais
ag, - - -, a2,—1. Suponha que p(1/k) = k? para todos os inteiros k tais que 1 < |k| < n. Encontre

todos os outros niimeros reais x para os quais p(1/z) = x*.

Problema 7. (RMM 2018) Determine se existem polindémios nao constantes P(z) e Q(x) com
coeficientes reais satisfazendo

P(x)w 4 P(x)Q — Q(x)21 + Q(l‘)QO

Problema 8. (ELMOSL 2012) Prove que qualquer polinomio da forma 1+ a, 2" + a2 4+ - +
arz® (k > n) tem pelo menos n — 2 raizes nao reais (contando multiplicidade), onde os a;(n < i < k)
sao reais e ay # 0.

Problema 9. (IMO 2016) A equacao

(x—1)(x—2)---(x—2016) = (z — 1)(x — 2) - - - (z — 2016)
estd escrita no quadro, com 2016 fatores lineares de cada lado. Qual é o valor minimo de k para

o qual é possivel apagar exatamente k desses 4032 fatores lineares de forma que pelo menos um fator
permaneca de cada lado e a equacao resultante nao tenha solugoes reais?

Problema 10. (ISL 2020) Uma mégica pretende realizar o seguinte truque. Ela anuncia um nimero
inteiro positivo n, juntamente com 2n nimeros reais r; < --- < Ta,, para a plateia. Um membro da
plateia entao escolhe secretamente um polinomio P(x) de grau n com coeficientes reais, calcula os
2n valores P(x1),..., P(xs,), e escreve esses 2n valores no quadro de forma nao decrescente. Apds
isso, a magica anuncia o polinomio secreto para a plateia. A magica pode encontrar uma estratégia
para realizar tal truque?

Problema 11. (Russia 1997) Sejam aq, as, . . ., a,, nimeros reais nao nulos satisfazendo

1% a;+2" ag+-+m"a,=0
para cada k = 0,1,...,n. Prove que a sequéncia aq, as, ..., a, muda de sinal pelo menos n + 1

vezes.

Problema 12. (USATST 2017) Sejam P,Q € R|x] polinomios nao constantes e relativamente
primos. Prove que pode haver no méaximo trés nimeros reais A tal que P + A(Q seja o quadrado de
um polinomio.

Problema 13. (ELMOSL 2011) Seja n > 1 um ntmero inteiro e a, b, ¢ trés nimeros complexos tais
quea+b+c=0ea"+ 0"+ " =0. Prove que dois dos ntimeros a, b, c tém a mesma magnitude.

Problema 14. (China 2018) Suponha que o ntimero real A € (0,1), e seja n um ndmero inteiro
positivo. Prove que o modulo de todas as raizes do polinomio

i1 - 3 (1)

k=0
é 1.



