Problemas de Andlise Complexa

Semana Olimpica 2025 - Salvador/BA

Toépicos
. Fungoes analiticas: definicao, equacoes de Cauchy-Riemann

. Integrais complexas: defini¢ao, teorema de Cauchy-Goursat, teorema de Morera, férmula
integral /desigualdade de Cauchy

. Integrais complexas: defini¢ao, teorema de Cauchy-Goursat, teorema de Morera, férmula
integral /desigualdade de Cauchy

. Séries de poténcias

. Principio do Méaximo Médulo, Teorema de Liouville/Picard
. Principio da Reflexao

. Singularidades isoladas e teorema dos residuos

. Principio do Argumento/Teorema de Rouché

Problemas

. (OIMU) Encontre todas as fun¢oes holomorfas f : C — C tais que

F2(2) = fPw) = f(z +w) f(z — w),
para todo z,w € C.

. (OIMU) Seja n um inteiro maior ou igual a 3. Tomemos os nimeros complexos aj =
k+ivk?—1para k = 1,2,...,n. Seja p(x) o polindmio (x — a1)(z — az)...(z — a,).
Mostre que
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. (CIIM) Uma funcao analitica f : C — C é chamada de interessante se f(z) é real ao

longo da pardbola Re(z) = (Im(2))?.

a) Encontre um exemplo de uma fungao interessante que nao seja constante.

b) Mostre que toda funcdo interessante f satisfaz f'(—3/4) = 0.
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. (OIMU) Encontre todas as fun¢ées holomorfas f : C — C tais que f(R) C R e que
satisfagam f(a)f(b)f(c) € R para quaisquer a, b, ¢ € C que cumpram as condigoes
la| = [b] = |¢| = abc = 1.
1
Ve —=al-Jo =8 Jx —cf - [o —d|

5. (OIMU) Sejam a < b < ¢ < d nimeros reais, e seja f(x) =

Prove que

/abf(a:) iz — /cdf(x) da.

6. (CIIM) Sejam 0 < a < b nimeros reais. Prove que ndo existe uma func¢ao continua
f:a,b] — R tal que

b b
/ f(z)z*dx >0 e / f(z)z*dr <0

para todo inteiro n > 0.
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. (OIMU) Seja D = {z € C: |z| < 1} o disco unitario no plano complexoe 0 < a < 1 um
nimero real. Suponhamos que f: D — C é uma fungao holomorfa tal que f(a) =1 e

fl=a) =1

(a) Mostre que:

sup [ f(z)] =

1
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(b) Mostre que se f nao tem raizes, entao:
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sup | f(2)| > exp (1 ;;LQW) -

8. (IMC) Seja p(z) = ap+aiz+azz*+...4+a,z" um polinémio com coeficientes complexos.
Seja 1 = ¢y > ¢y > ... > ¢, > 0 uma sequéncia de nimeros reais que é convexa (isto é,
2¢k < ¢x_1 + cxy1 para todo k =1,2,...,n — 1), e considere o polinémio

2
q(2) = coap + c1a12 + c2a92” + ... + cpa,2".



Prove que
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max lq(2)| < max Ip(2)|
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