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Introducao

Inspirado pelo Problema 6 da OBM 2024, escrevi um
artigo para a revista Hipatia (UFBA) abordando as
sequéncias (ou fracoes) de Farey - um tema que ex-
plora da teoria dos ntimeros a geometria. Este mate-
rial que vocé tem em maos é um resumo adaptado
desse artigo para a Semana Olimpica. Caso queira
ver o artigo completo, busque no Google por Hipéatia
UFBA, depois vd em Repositério de Arquivos e, por
fim, em vol02numO1.

Agora, voltando a Semana Olimpica, nosso objetivo
é duplo: além de mergulharmos na teoria por tras das
sequéncias de Farey, vamos descobrir como a Inteli-
géncia Artificial pode ser uma aliada poderosa na re-
solucdo de problemas matematicos complexos. Vocé
verd como essas ferramentas modernas podem com-
plementar seus estudos e auxiliar na preparacdo para
competicdoes matemadticas.

Acompanhe a aula com este material em maos - a
jornada promete ser empolgante!

Construcao das Sequéncias de Farey

Assumiremos fragoes em forma irredutivel, salvo in-
dicacdo contraria. As sequéncias de Farey podem ser
introduzidas de maneira direta ou através de diagra-
mas ilustrativos, auxiliando a compreensao.

Para fins didaticos, apresentamos o algoritmo de
construcao das sequéncias de Farey, destacando cada
passo com clareza para facilitar o aprendizado. Inici-
amos com a sequéncia de ordem 1:

il
F1= T T
11

Para construir a sequéncia de ordem n, denotada
por F,, a partir da sequéncia de ordem n — 1, deno-
tada por F,_1, siga os seguintes passos de forma de-
talhada:

1. Inicialize a nova sequéncia:
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e Comece copiando todos os elementos da
sequéncia F,_; para uma nova sequéncia,
que chamaremos de F,. Assim, a nova
sequéncia F, inicialmente é uma co6pia de
Fp1.

2. Calcule e insira as mediantes:

* Para cada par de fragoes consecutivas £ e

! .
% em F,_,, calcule a fracdo mediante entre
elas, dada pela férmula:
. a+a
Mediante = —-—
b+b
¢ A fracdo mediante é obtida somando os nu-
meradores e os denominadores das fracoes
consecutivas.

3. Verifique a condicdo do denominador:

* Apés calcular a fracdo mediante Z%Z:, veri-
fique se o denominador resultante, b+ b/,
é menor ou igual a n. Isto é importante,
pois queremos limitar o tamanho do deno-
minador para garantir que a sequéncia Fj,
respeite a ordem definida.

* Se a condicdo b+ b’ < n for satisfeita, entao
a fragdo mediante deve ser inserida entre
! .
e 7; ha sequéncia Fy.

 Caso contrério, se b+ b’ > n, a fracdo me-
diante ndo é adicionada, e seguimos para
o préximo par de fracbes consecutivas em
Fp_q.

4. Concluindo a construcao da sequéncia:

e Repita o processo para todos os pares
consecutivos de fracoes em F,_;. Ao fi-
nal, a sequéncia F, estard completa, con-
tendo tanto as fracdes da sequéncia ante-
rior quanto as novas fracoes mediantes que
foram inseridas, respeitando o limite do de-
nominador.
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Para ilustrar a constru¢do de uma sequéncia de Fa-
rey, consideremos F, e construamos F5 a partir dela.
A sequéncia F, é:

{0 11123 1}
F4: T Ty Ty Ty T (-
1432341
Inicializamos F5 copiando os elementos de Fj:
{0 11123 1}
F5= T TS Sy Sy Ty T (e
1432341
Para cada par consecutivo % e % em F4, calculamos
a fracdo mediante:

/

Mediante = ara
" b+Db”

A fracdo mediante é inserida em F5 apenas se b+ b’ <
5.
Os célculos para F5 sdo os seguintes:

e Entre % e %:
. 0+1 1 . . i
Mediante = —— = —, (inserir, pois 1+4=5<5).
+4 5
e Entre i e %:
. 141 2 . . i
Mediante = —— = —, (ndo inserir, pois 4 +3 =7 >5).
4+3 7

e Entre % e %:

1 2
Mediante = —— = —, (inserir, pois 3+2 =5<5).
+2 5
* Entre % e %
. 2 3 .. .
Mediante = 2335 (inserir, pois 2+3 =5<5).
* Entre % e %:
. 2+3 5 o . .
Mediante = —— = —, (ndo inserir, pois 3+4 =7>5).
3+4 7
e Entre ?—1 e %:
. 3+1 4 . . .
Mediante = —— = —, (inserir, pois 4+1=5<5).
4+1 5

Ap6s inserir as mediantes vélidas, obtemos:

01121312341
{1’5’4’5’3’5’2’3’4’5’ 1}'

De forma geral, esse processo pode ser resumido
no diagrama a seguir:

Finalmente, uma definicdo direta da sequéncia de
Farey de ordem n:
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Definicao. A sequéncia de Farey de ordem n, deno-

tada por Fy, é o conjunto de fragdes racionais , onde
0 <r <s<n, com mdc(r,s) =1, dispostas em ordem

crescente, incluindo os extremos 0 = % el= %

Observe que cada elemento de uma sequéncia de
Farey é uma fracao irredutivel cujo denominador nao
ultrapassa um numero dado, n. Além disso, essas fra-
coOes estdo organizadas em ordem crescente, garan-
tindo que fracdes consecutivas sejam sempre as mais
simples possiveis.

Propriedades basicas

O Teorema da Vizinhanca de Farey (TVF) é um dos
resultados centrais na teoria das sequéncias de Fa-
rey. Ele estabelece as condicdes necessdrias e sufici-
entes para que duas fracdes consecutivas sejam vizi-
nhas, sendo essencial para estudar aproximacodes ra-
cionais e para fundamentar diversas outras proprie-
dades e resultados importantes da teoria.

Teorema. (da Vizinhanca de Farey) Temos que % < 5

sdo fragoes consecutivas na sequéncia de Farey F,, se, e
somente se, bc—ad=1eb+d=n+1.

Demonstragdo. Como mdc(a, b) =1, a equacdo linear
bx —ay =1 tem uma solugdo x = xp, ¥ = yp. Além
disso, x = xg + at, y = yo + bt também serd uma solu-
¢do para qualquer inteiro ¢. Escolha ¢ = ty de forma
que

Osn-b<y+btp<n

e defina x = xo + bty, y = yo + bty. Como y < n, f sera
uma fracao em F,. Além disso,

x a 1 a

—_—= et — > —

y b by b
de modo que f aparece depois na sequéncia de Farey
do que . Se § # 5, entdo f > < e obtemos

B dx—cy> 1

X C
y d dy —dy
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bem como

c a bc—ad 1
_———— 2_
bd

d b bd
Somando as duas desigualdades, obtemos

x_a_ 1 1 bty

y b dy bd bdy
Mas b+ y > n (lembre que n—b < y) e d < n, resul-
tando na contradicao

1 bx—ay x a b+y n 1

= = >— > —

by by y b bdy bdy by
Assim, % = 2 e a equagdo bx—ay =1 torna-se bc —
ad =1. O

As fracbes consecutivas em uma sequéncia de Fa-
rey serdo chamadas de "vizinhas de Farey". Um re-
sultado importante, o Coroldrio da Mediante, mos-
tra que a fracdo intermediéria entre duas vizinhas é
obtida somando os numeradores e os denominado-
res dessas fracdes. Esse coroldrio destaca a simetria
e a estrutura das sequéncias de Farey, evidenciando
como as mediantes surgem naturalmente entre as fra-
¢Oes originais.

! "
Corolario. (da Mediante) Se % < % < % sdo vizinhas
de Farey contidas em F,,, entdo

a a+ad'

v b+b"

Demonstragdo. Aplicando o TVF aos pares adjacen-

tes:
’

a a
1) Para — e —:

b b’
bVa-bad=1. (1)
al a//
2) Para E e W:

v'a -b'ad" =1. (2

Subtraindo a equacao (1) da equacao (2):
b'ad-b'd")-wa-bd)=1-1,
v"d -b'a"y-'a-ba")=0.
Simplificando:

bV'a -ba -ba+ba =0,

ab'"+b)-b' @ +a) =0.

Reorganizando:
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ab+b"=b(a+a").
Assim, obtemos:

a a+ad’

v b+b"
O

O TVF estabeleceu uma cota minima 6tima para a
soma dos denominadores de duas fracdes vizinhas.
Isso levou a questao sobre a existéncia de uma cota
minima similar para trés fracdes vizinhas. Tal cota
existe, e embora inicialmente seja apresentada uma
versdo menos refinada, sua forma otimizada serd de-
monstrada no problema 6 da OBM 2024, que resolve-
remos ao fim do artigo. Enquanto isso, veja o

Corolario. (da Cota Minima) Se % < % < % sao fra-

¢oes vizinhas de Farey contidas em F,,, entdo

b+b +b" > [4(”“)]

3

Demonstracdo. Do corolario anterior, sabemos que

a a+a"

5= bih Seja entdo d = (a+a”,b+Db"). Logo o
TVF nos da que:

1 1
>n+1 e b'+

b+ >n+1,

donde obtemos que

b+b"

/!
(b+ )+(b”+%)>2(n+l)

2d(n+1)

> b+b'=
d+2
Assim, vale que

I
bt/ + b =brb+ 22

_ (p+ )Y

524 L epétD
T d+2 d

iy +1)(d+1)
—e d+2

=>2( +1)2
=>2(n —.
3

Segue o resultado.
O

O Lema da Quantidade de Termos (LQT) fornece
uma maneira de calcular quantos elementos exis-
tem em uma sequéncia de Farey. Se quisermos sa-
ber quantos elementos tem uma sequéncia de ordem
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n, podemos usar a fun¢do phi de Euler - que conta
quantos niimeros sa0 coprimos com n - € somar esse
valor a quantidade de elementos da sequéncia ante-
rior. Assim, chegamos ao

Lema. (da Quantidade de Termos) A quantidade de
termos da sequéncia de Farey F,, é dado pela seguinte
formula recursiva:

IFpl = Fp-1l+@(n).

Uma contagem simples nos mostra que

n
|Fal =1+ ) @(k).
k=1

Por sua vez, outro resultado bem conhecido em Te-
oria dos Numeros (pesquise!) nos revela que

T k)
lim —Zk_l(p = 3

n—oo 12 T2

Problemas Olimpicos Resolvidos

Agora, vamos colocar a teoria em prética, resolvendo
alguns problemas olimpicos.

Problema 1. Em uma formacao regular de nx n, ha n?
estudantes dispostos em uma grade. Dois estudantes
podem ver um ao outro se a linha direta de visdo en-
tre eles nao estiver obstruida por outro estudante. Em
outras palavras, se trés estudantes estdo colineares, o
estudante do meio bloqueia a linha de visdo entre os
outros dois. Quantos estudantes o estudante locali-
zado no canto inferior esquerdo da grade pode ver?

Solucao. Coloquemos coordenadas nos estudantes,
de forma que aquele no canto inferior esquerdo seja o
ponto (0,0). Assim, a quantidade de estudantes que o
estudante na posicdo (0,0) enxerga acima da diagonal
¥y = x é equivalente ao ntiimero de fragcées irredutiveis
na sequéncia de Farey F,,_;.

Ao restringirmos apenas aos pontos (x,y) com
x < y, estamos contando o nimero de fracdes irre-
dutiveis entre 0 e 1 com denominador no maximo
n—1. A resposta final é, entdo, 2|F,_;| — 1, onde
|Fy,| representa o nimero de termos na sequéncia de
Farey de ordem n. O

Problema 2. Sejam P e Q polinémios inteiros. Supo-
nha que, para todos os inteiros a e b, aP + bQ possui
uma raiz inteira. Entdo P e Q possuem uma raiz in-
teira em comum.

Solucdo. Suponha que P e Q ndo tém raizes inteiras
em comum. Vamos demonstrar que isso leva a uma
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contradicdo. Da suposicdo que P e Q nao tém raizes
inteiras em comum, temos que (P(n),Q(n)) # (0,0).
Para cada n € N, a aplicacdo linear T, : R> — R dada
por T(x,y) = xP(n)+ yQ(n) é subjetiva e seu kernel é
um subespaco de dimensdo 1 que passa pela origem,
em outras palavras, o kernel de T, que chamaremos
de R;, é uma reta que passa pela origem e com coefi-
ciente angular racional. Seja

72/~ ={[(a,b)]: (a,b) € Z?,0 < |al,|b| < n},

onde [(a, b)] = {(c,d) € Z? : bd = ac}. Defina a funcao

A:7%/~—R=1{R,;;nez)
A([(a, b)]) = Ry, onde (a, b) € R.

Como para todo (a, b) € 72 existe k inteiro tal que
aP(k) + bQ(k) =0, entdo A estd bem definida. E ime-
diato também que A € injetiva. Se aP(k) + bQ(k) =0,
entao, pelo Critério de Pesquisa de Raizes Racionais,
temos

k= aP(0)+bQ(0) |< 2n-max{| P(0) |,| Q(0) [}

Logo, usando o Problema 1, concluimos que

2|Fy|-1=2n-max{| P(0)[,] Q) I},

L . F,
um absurdo, ja que hmn_.ooln—’z’| = % Segue o resul-

tado. O
Problema 3. A sequéncia de Fibonacci é definida

como fi = fo =1, far2 = fu+1+ fn (n € N). Suponha
que a e b sdo inteiros positivos tais que % esta entre

as duas fragoes % e % Mostre que b = f41.

Solucao. De fato, podemos usar a mesma estratégia
da prova do TVF para mostrar que, se |ad — bc| = 1,
para cada fracdo g que estd entre 7 e 5, temos que g
é maior ou igual a b+ d.

Tome%<£<§ead—bc=—l. Entdo, £ —

a
4>
q q b~

1
bq

e g—g > qu (pois pb > aq e cq > pd). Somando-as,
temos

c a_1 d

—— ==t —.

d b bg gq

c a _ 1 1 b+d :
Como 5 — 7 = 37, temos 37 = 77, Assim, obtemos
g=b+d.
Neste caso, | f2 — fu-1fn+1] = 1. Logo, para qualquer

p fn+l n

7 entre e temos g = fi + fn-1= fn+1. O

Problema 4 Existe um conjunto de esferas .#, duas a
duas disjuntas, tal que para cada ponto P € Q? existe
uma esfera s € & tangente ao plano no ponto P?
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Solucdo. Sim, existe tal conjunto de esferas. Vamos
construir explicitamente esse conjunto de esferas dis-
juntas, associando a cada ponto P € Q% uma esfera
tangente ao plano no ponto P.

Comecamos considerando as sequéncias de Farey
F,,. Definimos entao F,% = F, x Fp, que é o conjunto de
pontos no quadrado unitario [0, 112 com coordenadas
racionais e denominadores limitados por n.

Observamos que F2 < F2_ | e que a unido de todos
0s F,% é exatamente QZ N [0,1]%. Para cada n =1, de-
finimos o conjunto dos novos pontos introduzidos na
etapa n como S, = Fﬁ \Fﬁ_l, com a convencado de que
Fi=9.

Nosso objetivo é associar esferas disjuntas aos pon-
tos em F,% de forma que, para cada P € Fﬁ, exista uma
esfera tangente ao plano no ponto P, e que essas esfe-
ras sejam disjuntas entre si. Faremos isso por inducao
em n.

Suponha que ja tenhamos associado esferas disjun-
tas aos pontos em Fi_l, todas com raios menores ou
iguais a r,—;. Na etapa n, queremos associar esferas
aos pontos em S; de modo que:

1. As esferas associadas aos pontos em S, sejam
disjuntas entre si. 2. As esferas associadas aos pon-
tos em S, nao intersectem as esferas ja atribuidas aos
pontos em F2_ .

Para garantir isso, escolhemos um raio r, suficien-
temente pequeno. Como S, é um conjunto finito de
pontos cujas coordenadas tém denominadores entre
n—1 e n, existe uma distancia minima positiva §,, en-
tre quaisquer dois pontos distintos em S, e uma dis-
tancia minima positiva €, entre um ponto em S, e
um ponto em F,%_l. Escolhemos entdo r, tal que:

1 .
In < gmm{&n,en,rn_l}.

Com essa escolha, associamos a cada ponto P € S,
uma esfera de raio r,, centrada em (xp, yp,7), onde
(xp, yp) sdo as coordenadas de P. Essa esfera é tan-
gente ao plano z = 0 no ponto P.

Verifiquemos que as esferas associadas aos pontos

em S, sdo disjuntas entre si:
Para quaisquer dois pontos distintos P,Q € S,, a dis-
tancia entre eles no plano é pelo menos 6,. Por-
tanto, a distancia entre os centros das esferas é tam-
bém pelo menos 6, e como 2r;, < §, as esferas nao
se intersectam.

Além disso, as esferas associadas aos pontos em
S, ndo intersectam as esferas associadas aos pontos
em F}%_l. A distancia entre um ponto P € S; e um
ponto Q € Ffl_l é pelo menos €;, e a soma dos raios
das esferas correspondentes é menor que 7, + ry_1 <
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%en + 71 <€y, POis 1y < %en erp-1=< %en. Portanto,
as esferas nao se intersectam.

Procedendo dessa forma para cada n, atribuimos
esferas disjuntas a todos os pontos em @2 N [0,1]2.
Para pontos em Q? fora do quadrado unitério, pode-
mos estender a constru¢do por translacdes inteiras,
cobrindo todo o plano racional Q. O

Problema 5 (OBM 2024 - Nivel 3 - Problema 6) Seja
n > 1 um inteiro positivo. Enumere em ordem cres-
cente todas as fracdes irredutiveis do intervalo [0, 1]
que tém denominador positivo e menor ou igual a n:

0 1
_Po_p_. _Pu_1
1 q ¢ qu 1

Determine, em funcao de n, o menor valor possivel

de gi-1+qi+qi+1,0<i <M.

Solucao. Seja S, a menor soma dos denominadores
de trés fracoes consecutivas na sequéncia de Farey de
ordem n. Do Coroldrio da Cota Minima, temos que

S, = {4(n+1)" .
3

Pela prova do Coroldrio, essa cota seria atingida as-
sumindo d = 1 (mantendo a nota¢do usada na prova
do corolédrio). Repetindo os mesmos cdlculos, se a
cota minima fosse atingida para d = 2, entdo teriamos

3(n+1)
Sn 2 - .
2
Usaremos essas estimativas para provar que, para
k =1, a tripla de fracdes cuja soma dos denominado-
res € minima é:

ek 1 2 1
=6 _)(2k+1’4k+1’ﬁ)’
6k+1,
1 2 1
n=y 6k+2, 2k+2’4k+3’2k+1)’
6k+3
n=6k+4—»( k ’2k+1,k+1)’
2k+1 4k+4 2k+3
ek 2 1
=6 +5_>(2k+3’4k+5’2k+2)'

Note inicialmente que, pelo TVE cada trio de fra-
¢oes é de fato composto por fracdes consecutivas das
respectivas sequéncias. Também é imediato pelo Co-
roldrio da Cota Minima que, para os casos n = 6k e
n = 6k + 3, as respectivas fracdes ja atingem o mi-
nimo 6timo, sendo portanto a melhor cota. Mostre-
mos para os demais casos que, de fato, as fracoes ci-
tadas nos fornecem a melhor cota possivel. A tabela a
seguir detalha as cotas minimas para cada estimativa:
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n Cota min. | Cota min. Cota min.
parad=1 | parad=2 | conjecturada
6k+1 8k+3 9k +3 8k+6
6k+2 8k+4 9k +3 8k+6
6k+4 8k+7 9k+6 8k+8
6k+5 8k+8 9k+8 8k+10

Note que, para k > 3, as estimativas para d = 2 ja
superam as cotas conjecturadas. Entao, deixamos os
casos k =1,2,3 como exercicio e voltamos nossa aten-
¢ao para quando d = 1.

Quando d =1, temos S, par e, portanto, para o
caso n = 6k +4, concluimos que Sgi;+4 = 8k +8. Veja
os demais casos a seguir:

Casos n = 6k+1 e n = 6k+2: Faremos as contas
para n = 6k+ 1, mas o caso n = 6k + 2 é totalmente
andlogo. Suponha que 7 < § < ¥ é um trio em Fgiy1
tal que b+y+v =8k+4. Assim, temos y = b+v = 4k+2.
Como b+y=6k+2,y+v=6k+2e(by =(,v)=1,
segue que b= v =2k+1. As equagdes do TVF nos dao

{ 2k(a+u)—ak+1) =1, { 2ku—a=1,
=
Rk+VDu-2k(a+u)=1 u-2ka=1,

N

chegando a contradicdo (2k +1)(u—a) = 2. Logo,
Ser+1 =8k +6.

Caso n=6k+5:

Mantendo a notacdo do caso anterior, suponha
agora que b+ y+ v = 8k +8. Devemos ter b+ y =
6k+6,y+v=6k+6e y=b+v=4k+4. Com isso,
b=2k+3ev=2k+3,jadque yépar, o que leva a
uma contradi¢do, pois a soma ja supera 4k + 6. Dai,
Sex+s = 8k + 10.

Concluimos, portanto, que as cotas minimas para
n =6 sao:

2, sen=0 (mod 6),
n 6, sen=1,2,3 (mod 6),
S,=8- {—J +
6 8, sen=4 (mod6),
10, sen=5 (mod 6).

Os casos iniciais sao S; = 2,5, = 4,53 = 6,54 =
8, S5 = 10. Assim, concluimos o problema.
O

Exercicios gerais da teoria

a4 o 4 <1gj 5
b <, <---=73 sd0 fracoes
1

vizinhas na sequéncia de Farey, mostre que ; < ... <

Exercicio 1. Se % <...<

sz—zaz < blT_lal <...< I também sio fracdes vizinhas.
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Z_ e 4 ~ . . .
Exercicio 2. Se { e 7; sdo vizinhas de Farey contidas
em F,, entao

g_a+a’ B 1 o1

b b+b| bb+b)” bn+l)
e

i’_a+a’ _ 1 - 1

b b+b bb+b)  bn+l)’

Exercicio 3. Na sequéncia de Farey F,, prove que a
soma dos elementos no denominador é duas vezes a
soma dos elementos no numerador para todo inteiro
positivo n. (Dica: Comece mostrando que para t(()d)os
nen

os inteiros n >0 e k>0, vale que } (-1 k= —5— €

depois use inducao para concluir.)

Exercicio 4. Mostre que os denominadores de cada
fracdo em F, para todo n na sequéncia de Farey for-
mam uma sequéncia palindroma.

Exercicio 5. Se x é um niimero real e n é um inteiro
positivo, mostre que podemos encontrar inteiros a e
b relativamente primos, talque0<b<ne

=5l 5
X——|<——.
b b(n+1)
Exercicio 6. Se ¢ é um nimero real e irracional, entdo
existem infinitas fracdes § tais que

a 1
——|<=.
¢-3l<%
Exercicio 6. [Hurwitz] Dado um niimero irracional &,

mostre existem infinitos nimeros racionais % tais que

1
V5k?

tem infinitas soluc6es racionais g.

-

Exercicios Olimpicos

Exercicio 1. Seja aj, ay,...,a, uma sequéncia finita
de inteiros. Dizemos que essa sequéncia é regular se
existe um nuamero real x tal que

lkx] =a; paral<k<n.

Dado um indice 1 < k < n, o termo a; é chamado de
for¢ado se a tnica forma de completar a sequéncia
a, ap,...,a-1,b para ser regular é tomando b = ay
(ou seja, ay é forcado se ndo houver outra op¢do para
b que mantenha a regularidade da sequéncia). En-
contre o nimero maximo possivel de termos forcados
em uma sequéncia regular com 1000 termos.
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Exercicio 2. Observe as seguintes fragdes. No pri-
meiro passo temos % e %, e em cada passo escrevemos
a+b

=7 entre ; e 7, e fazemos isso indefinidamente.

9 1
1 0
9 1 1
1 1 0
9 1 1 2 1
1 2 1 1 0
g 1 1 2 1 3 2 3 1
1 3.2 3 1 2 1 1 0

(a) Prove que cada uma dessas fracoes é irredutivel.

(b) No plano, colocamos infinitos circulos de didame-
tro 1, sobre cada inteiro na reta real, um circulo.
Indutivamente, colocamos circulos de forma que
cada circulo seja tangente a dois circulos adja-
centes e a reta real, e continuamos isso indefini-
damente. Prove que os pontos de tangéncia des-
ses circulos sdo exatamente todos 0os nimeros na
parte (a) (exceto %).

Exercicio 3. (IMO Shortlist 2016) Considere fracdes 7
onde a e b sdo inteiros positivos.

(a) Prove que, para todo inteiro positivo n, existe tal
fragao ¢ talque Vn<{<vn+leb<yn+l.

(b) Mostre que existem infinitos inteiros positivos n
tais que nenhuma fragao ¢ satisfaz /n < ¢ <
vVn+leb<y/n.

Exercicio 4.(OBM 2024 - Nivel U)Para cada inteiro po-
sitivo n, enumere em ordem crescente todas as fra-
¢oes irredutiveis do intervalo [0,1] que tém denomi-
nador positivo e menor ou igual a n:

1
O,k _1_m_ .

1 g n @ 1
Seja k um inteiro positivo. Definimos, para cada n
tal que M(n) = k-1,

L pmm
qMn)

k-1
fk(n):min{z qj+S:05jSM(n)—k+1}.
s=0

fe(n)

n

Determine, em funcao de k, lim;,_.

(USOMO 2020)
(ay, by),(az, b2),...,(a100, b100) sdo pares ordena-
dos distintos de inteiros ndo negativos. Seja N o
ndamero de pares de inteiros (i,j) que satisfazem
1<i<j=<100e|a;bj—a;b;| =1. Determine o maior
valor possivel de N considerando todas as escolhas
possiveis dos 100 pares ordenados.

Exercicio 5. Suponha que

Exercicio 6. (USAMO 1999) Seja p > 2 um numero
primo e sejam a, b, c,d inteiros ndo divisiveis por p,

tais que {%}+{%}+{%}+{%}:2

carlos_aribeiro@yahoo.com.br

para qualquer inteiro r ndo divisivel por p. Prove que
pelo menos dois dos ntimeros a+b, a+c, a+d, b+c, b+
d,c+ d sdo divisiveis por p.

Bibliografia

[1] Art of problem solving community. https://
artofproblemsolving.com/community, 2024.
Accessed: 2024.

[2] M. Aigner and G. M. Ziegler.
book. Springer, Berlin, 1998.

Proofs from the

[3] Johar Ashfaque. Farey Sequences. 2020.

[4] D. M. Burton. Elementary Number Theory. Allyn
and Bacon, Inc., 1980.

[5] Soham Das, Kishaloy Halder, Sanjoy Pratihar,
and Partha Bhowmick. Properties of Farey se-
quence and their applications to digital image
processing. Computer Science & Engineering,
2019.

[6] Scott B. Guthery. A Motif of Mathematics. unk-
nown, 2010.

[7]1 G. H. Hardy and E. M. Wright. An Introduction to
the Theory of Numbers. The Clarendon Press, Ox-
ford University Press, New York, 5 edition, 1979.

[8] A. Hatcher. Topology of numbers. http://www.
math.cornell.ed/hatcher, 2020. Chapter 1.

[9] Fabio E. Brochero Martinez, Carlos Gustavo T.
de A. Moreira, Nicolau C. Saldanha, and Eduardo
Tengan. Teoria dos Nimeros: um passeio com
primos e outros numeros familiares pelo mundo
inteiro. 2020.

[10] Antonio Caminha Muniz Neto. Tépicos de Mate-
mdtica Elementar: Teoria dos Niimeros, volume 5
of Colecdo do Professor de Matemdtica. SBM,
2020.

[11] Ivan Niven and Herbert S. Zuckerman. An in-
troduction to the Theory of Numbers. John Wiley
Sons, Inc, New York, 1960.

[12] Ripan Saha. On some special property of the Fa-
rey sequence. Mathematical Journal of Interdis-
ciplinary Sciences, 7(2):121-123, March 2019.

[13] Dylan Zukin. The Farey sequence and its ni-
che(s), May 2016.

Semana Olimpica 2025 7


https://artofproblemsolving.com/community
https://artofproblemsolving.com/community
http://www.math.cornell.ed/hatcher
http://www.math.cornell.ed/hatcher

	Introdução
	Construção das Sequências de Farey
	Propriedades básicas
	Problemas Olímpicos Resolvidos
	Exercícios gerais da teoria
	Exercícios Olímpicos

