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Motivagao

No estudo de particulas, uma categoria importante é a de movimentos brow-
nianos, que representam um modelo mateméatico de uma particula movendo
aleatoriamente. Essas trajetorias tém regularidade baixa, que forca a introdugao
de técnicas alternativas como os rough paths.

Vamos comegar com um modelo simplificado, onde uma particula grande se
move com uma forga conhecida e também no meio de um fluido:

d’l)t = Ft + th

Aqui o termo Fj representa a forca, e o termo dW; representa o gerador de
um movimento browniano. E de nosso interesse escrever essa equacgao de forma
integral, mas isso nao é possivel pois W; nao é regular o suficiente!

e Considere uma fungao f continua que é exatamente a-Holder para o < %
(e portanto nao diferencidvel), isto é, f(a) — f(b) ~ (a—b)“. Escreva uma
definicao andloga a somas de Riemann para a integral f: fdf, e mostre
que o limite nao existe.

e (Integral de Young) No problema anterior, mostre que se a > % entdo o
limite sempre existe.

Vamos passar as préximas segoes definindo uma integral que consegue re-
solver esses problemas.

Regularidade

e Mostre que nao existe uma fungdo nao-constante e 1 + e-Hélder continua
para todo € > 0.

v —|z],sex — [x] < 3

1+ |z] —z,sex— [z] > 1

uma fungao que é continua mas nao é diferencidvel em nenhum ponto.

e Usando de base a funcao f(z) = , construa

e Modificando a fung@o base do item anterior, construa uma funcao que é

continua mas néo ¢ 2-Hélder continua em nenhum intervalo. (Dica: /z

nao é %—Hélder continua em qualquer vizinhanga do zero.)



Sewing Lemma

Para simular uma integral do tipo f; fdg, vamos considerar a funcao mais geral
nesse contexto, que é F' : R? — R. Queremos que a funcao tenha propriedades de
integral, mais especificamente a propriedade aditiva, F(a,b) = F(a,c)+ F(c,b).

e Mostre que essas propriedades implicam simetria F(a,b) = —F(b,a) e
portanto basta definir a fungéo no simplexo Ay = {(s,t)|s < t} ao invés
de R2.

e Mostre que essas propriedades implicam que F(a,b) = f(b) — f(a) para
alguma fungao f.

Como os itens anteriores mostram, a propriedade aditiva remove um grau
de liberdade da fungao; isso nao é verdade se afrouxarmos a condicao.

Por outro lado, se tomarmos uma funcao quase aditiva, ela pode ser aproxi-
mada por uma funcao realmente aditiva. Esse é o Sewing Lemma:

e Suponha que F' é uma fungéo continua tal que |F(a,b)—F(a,c)—F(c,b)| <
K(b—a)'"* para todos a < ¢ < b, onde K e € > 0 sao constantes. Mostre
que |F(a,b) — G(a,b)| < K(b—a)'**

e Mostre que o resultado anterior vale mesmo que F' nao seja continua.

e Mostre que sempre hé unicidade no Sewing Lemma.

Com isso, podemos repetir a construgao da integral de Riemann, e até gen-
eralizé-la para a integral de Young:

e Dada uma funcao f que seja a-Holder continua, considere o funcional
F(a,b) = (b —a)f(a). Mostre que ele satisfaz as condigbes do Sewing
Lemma e o funcional aditivo que o aproxima é a integral de Riemann.
Porque a nao pode ser exatamente zero?

e Dadas duas funcgoes f, g que sejam «, S-Holder continuas, respectivamente,
e supondo que o+ 3 > 1 considere o funcional F(a,b) = (g(b) —g(a)) f(a).
Mostre que ele satisfaz as condigoes do Sewing Lemma. O funcional que
o aproxima € a integral de Young.

e Mostre que, nos problemas anteriores, a pontilhacao nao muda o valor da
integral.

Podemos acreditar que uma cota melhor vale, mas isso é falso, como veremos
a seguir. (Ao menos uma que preserve unicidade.)



Integrais estocasticas

Vamos usar certas propriedades basicas do movimento browniano.

Uma caracterizacao do movimento browniano é um processo estocdstico Wy
(isto é, uma fungao de um parametro aleatério/” dado césmico” w e do tempo t)
tal que Wy = 0, W, — W, ~ N(0,t—s), isto é, uma varidvel normal com média 0
e variancia t — s, e além disso tem incrementos independentes (isto é, Wi, — Wi
é independente de Wy — Ws_;, que representa um processo sem memoria)

Usando isso, vamos construir duas integrais diferentes do tipo f; W dWy,
que sao analogas a integral de Young e diferem apenas na escolha do ponto
intermediario.

e Mostre que o limite a seguir converge com probabilidade 1, e calcule seu

valor:
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Essa é chamada a integral de It6 de um processo, e sempre converge para

um martingal (processo de média 0)

e Mostre que o limite a seguir converge com probabilidade 1, e calcule seu

valor:
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Essa é chamada a integral de Stratonovich de um processo, e se comporta
de maneira similar a uma integral de Riemann usual.

Rough paths e rough integration

A ideia mais simples para resolver os problemas das secoes anteriores é simples-

mente fixar uma estrutura andloga a tal integral fab XdX. No que se segue,
vamos precisar usar fortemente a linguagem de fungoes a dois parametros, com
o que definimos X, ; := X; — X que é uma funcao aditiva genérica. Daqui em
diante X sempre vai representar uma funcao a-Hoélder continua com o € (%, %)
Definimos uma extensdo X;; do caminho X como qualquer funcdo a dois
parametros satisfazendo X, p — X, o — Xcp = Xg,cXep, para todos a < ¢ < b.

e Dé uma interpretacdo geométrica para a relacdo acima (chamada a relagao
de Chen). Como podemos generalizé-la?

e Suponha que X é um caminho, X é uma extensao, e Y é outro caminho
também C®. Suponha que, para um caminho Y’ € C®, tenhamos Y ; =
Y. X :+O0((t—s)?*) (dizemos que Y é controlado por X, e sua derivada de
Gubinelli ¢ Y'). Mostre que o funcional F(s,t) = Y, X, + Y/X, ; satisfaz
o Sewing Lemma.



