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e Nao escreva mais de uma questao por folha.
e Escreva seu nome em cada folha que usar.

e Para cada problema, numere as paginas de sua solugao.

Problema 1. Dizemos que um inteiro m ¢é poténcia perfeita se existem a € Z, b € Ncom b > 1 e
b
m = a’.

Determine todos P € Z[z] tal que P(n) é poténcia perfeita para todo n € N.

Problema 2. Em um tridngulo escaleno ABC, sejam [ seu incentro e O o seu circuncentro. O ponto
T4 é a intersecao da tangente externa (diferente de AB) dos exincirculos de ABC relativos a A e B
com a tangente externa (diferente de AC') dos exincirculos de ABC relativos a A e C. Defina Tg, T
de modo andlogo. Prove que, se 14, Ip e I¢o s@o os exincentros de ABC, entdo os circuncirculos dos
tridngulos Tals A, TglgB e ToIoC concorrem em exatamente dois pontos.

Problema 3. Encontre todas as fungées f: R — R tais que, para todos z,y € R,

F(f(x)f(y) = flx+y) + fzy).

Problema 4. Dados inteiros positivos a e b, defina os inteiros ¢ e 7, onde 0 < r < ab sdo tais que
a® + b? = abq + r. Mostre que ¢ +r < ab+ 1 e explicite todos os pares (a,b) para os quais ocorre
igualdade.

Problema 5. DONKEY KONG, conhecido carinhosamente como DK, brinca de destruir grafos. Ele
pode realizar as seguintes operagoes:

(7) Destruir um vértice de grau impar. Antes de fazer isso, DK olha para os vizinhos deste vértice
e troca a relagao entre cada par deles (se eles estavam conectados, eles passam a estar desconec-
tados e vice-versa).

(it) Escolher um vértice v de grau par, olhar para seus vizinhos e trocar a relagdo entre cada par
deles (note que v nao é destruido).

Comecando em um grafo G dado, DK realiza operacoes até nao haver mais arestas. Mostre que a
quantidade de vértices no grafo resultante independe das escolhas das operagoes.

Linguagem: Portugués Tempo: 5 horas.
Cada problema vale 7 pontos.

Aviso: entregaremos um troféu ao nosso competidor favorito.
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Solucoes

Problema 1. Dizemos que um inteiro m ¢é poténcia perfeita se existem a € Z, b € Ncom b > 1 e
b
m = a’.

Determine todos P € Z|[z| tal que P(n) é poténcia perfeita para todo n € N.

Resposta. P = Q¥ para algum inteiro k > 1 e Q € Z[z].

Solucao 1. Comecemos com o seguinte

Lema. Dado um polinémio irredutivel f € Z[x] ndo constante, existe um nimero ¢ tal que, para todo
primo p > ¢, se p|f(n) para algum n, entdo v,(f(m)) = 1 para algum m € N.

Prova. Como f é irredutivel, sabemos que mdc(f, f’) = 1, e entdo existem a,b € Q[z] tais que
af +bf' =1, ou seja, existem A, B € Z[z] e ¢c € N com Af + Bf' = ¢. Assim, para qualquer primo
p > ¢, se p|f(n), temos que p { f'(n), sendo teriamos p|c, absurdo. Sabemos que infinitos primos
dividem algum elemento de f(Z), e entdo infinitos primos maiores que ¢ dividem algum elemento de
)

Tome um p > ¢ tal que p|f(n) para algum n. Entao, dado ¢t € Z, note que

fn+1tp) = f(n) +tpf'(n) (mod p*).

De fato, se f(z) = 3 a;x?, segue que

f(n+tp) = Zai(n +tp)' = Zai(ni +tp-int™1)  (mod p?)
= f(n) +tpf'(n) (mod p?).

Como foi observado anteriormente, p { f'(n), e entdo podemos escolher k& de modo que p? t f(n + tp),
mas é claro que p|f(n + tp). Isso prova o lema.

Agora, vamos ao problema. Suponha que P satisfaz a condi¢gdo do enunciado. Fatore P em polinémios
irredutiveis em Z[z] (possivel pelo Lema de Gau$):

T
PZSHfzalv
=1

onde s € Z. Nés vamos provar que mdc(ay,...,ar) > 1. Note que mdce(f;, P/f") = 1, e entdo, se

um primo grande divide f;(n), ele ndo divide (P/f{")(n) (o mesmo argumento usado no lema para

f, f' vale aqui).

Agora, para cada i, escolha um primo p; grande e um Nj; tal que vy, (fi(N;)) = 1 (possivel pelo Lema)

e com p; 1 s. Podemos escolher os primos de modo que eles sejam dois a dois distintos, ou seja,

i # j = p; # p;. Entdo tome N tal que N = N; (mod p?) para todo i (possivel pelo Teorema Chinés

dos Restos, pois p; # p; sao primos). Entdo temos que vy, (fi(N)) = 1 e p; 1 (P/fi")(N), de modo

que vy, (P(N)) = ;. Como existe k > 1 tal que P(N) é poténcia k-ésima perfeita, devemos ter que
T

k|a; para todo i, e entdo H [ & poténcia k-ésima de um polinémio. Logo, s também deve ser uma
i=1

poténcia k-ésima, pois P(IN) é poténcia k-ésima. Isso termina o problema.



Problema 2. Em um tridngulo escaleno ABC, sejam [ seu incentro e O o seu circuncentro. O ponto
T4 é a intersecdo da tangente externa (diferente de AB) dos exincirculos de ABC relativos a A e B
com a tangente externa (diferente de AC') dos exincirculos de ABC relativos a A e C. Defina T, T¢c
de modo analogo. Prove que, se I4,Ip e I¢ s@o os exincentros de ABC, entdo os circuncirculos dos
tridngulos Tal4 A, TglpB e ToloC concorrem em exatamente dois pontos.

Solucgdo 1. Assuma que ABC é escaleno, sendo uma simples simetria resolve o problema. Vamos
usar baricéntricas, e, para isso, é preciso de uma observacao sintética:

A reta PL é segunda tangente externa de (I¢) e (I4) e KQ é a segunda tangente externa de (Ip) e
(I4). Entdo PB = BA e BL é bisstriz externa de ZABC'. De fato B e L sao os centros das homotetias
que levam (I¢) em (14), e dai, por simetria, PB = AB. Entao P e L sao facilmente calculaveis em
baricéntricas, assim como K e (). Mais precisamente,

P=(0:c+a: —c), Q=(0: —b:b+a),
L=(a:0: —¢), K =(a: —b:0).
A partir de agora vira pura algebra.
Vamos usar as seguintes identidades:
S% = a?S4 + Spc = (be)? — S3,
v2Sp + 2Sc = a?Sa + 2Spc,

onde Sy = M, etc., e S é o dobro da area de ABC.
Se Ty = (t:y:z), temos que

0 c+a —c 0 —b b+a
a 0 —c|=0=|t vy z |,
t Y z a —b 0



ou

—te(c+a) — yac — za(c+a) =0,
—tb(b+ a) — ya(b+ a) — zab = 0.

Vamos ver quanto é t: z. Multiplique a primeira equacao por b + a, a segunda por c e subtraia as
duas:
te(b+a)(a—b+c¢) = —za’(a+ b+ c),
entao
—a*(a+b+c)
t: 2= .
cb+a)(la—b+c)
Agora, vamos calcular ¢: y. Multiplique a primeira equagao por b, a segunda por ¢ + a e subtraia as
duas:

th(c+ a)(a+b—¢) = —ya*(a + b+ c),

e entao
—a*(a+b+c)

blc+a)(a+b—c)

t:y=
Disso tiramos que
Ta=(t:y: z)= <—a2(a+b—|—c): b(c+a)(la+b—rc): c(b+a)(a—b+c)>.
Agora, seja
—(ZaQyz) + (uax +vay +waz)(z+y+2) =0
a equagao do circuncirculo de T4I4A. Vejamos as informagoes que temos (note que I4 = (—a: b: ¢)):

ug =0 pois A estd no circulo,

abc +vab+wac =0 pois 4 estd no circulo.
Por fim, devemos substituir os valores de T4 para obtermos a ultima informacao. Veja que

—a*(a+b+c)+blc+a)a+b—c)+eclb+a)(a—b+c)=ala+b+c)(—a+b+c)—2abe
= a((b+¢)* — a® — 2bc)
a(b? + ¢ — a?)

= 2aSA.
Ademais,
a?-blc+a)a+b—c)-clb+a)(a—b+c)=—2a*bc- (b+a)(c+a)(Sa— be),
v -c(b+a)(a—b+c)-—a*(a+b+c) = —2a%bc-b(b+a)(Sp + ca),
- —d*(a+b+c) -blc+a)a+b—c)=—2a%bc-c(c+a)(Sc + ab).
Note que

b(b+ a)(Sp + ca) + c(c + a)(Sc + ab) = b2 Sp + ab*c + abSp + a*be + *Sc + abc® + acSc + a*be
= a®S4 + 2Spc + abSp + acSc + abe(2a + b+ ¢) = K,



e que

(b4 a)(c+a)(Sa —bc) + K = a*Sy — a*be + abSy — ab*c 4 acSa — abc® 4+ beSa — (be)* + K
=252+ ab(Sa + Sg) + ac(Sa + Sc) + a*be + beSa — (be)?
=25% +abc(a+b+c) +beSa — (be)?
= 8% — S% + abc(a+ b+ c) + beSa
= 52 — 5% 4 be(Sa + a® + ab + ac)

_52_ 52 +bc<(“+b2+c)2 _ bc>

(a+b+c)?

—b
‘T

—25%.
Portanto, a informagao que obtemos ao colocar (t: y: z) na equacao do circulo é

b 2
c(a+ +¢)

2a2bc(b — 25’%) +2aSa(vablc+a)(a+b—c)+wacb+a)(a—b+c)) =0.

Sabemos também que vab + wac = —abe. Logo, seja vab = (x — abe)/2, wac = —(x + abe) /2. Vamos
dividir a equacao acima por a e colocar v4b e wac em funcao de z:

abe(be(a + b+ ¢)? —45%) + Sa((z — abe)(c+a)(a+b—¢) — (x + abe)(b+a)(a —b+¢)) = 0.
Agora, vamos isolar . O coeficiente em z é
Sa((c+a)(a+b—c)—(b+a)(a—b+c)) = Sa(a®—c+ab+bc—a*+b* —ac—be) = Sa(b—c)(a+b+c).

O termo independente é
abc(bc(a +b+c)? —48% — Sa((c+a)(a+b—c)+ (b+a)a—b+ c))) =
abc(bc(a +b4c)? = Sa(4Ss +a® —b* - +a® +ab+ ac+ 2bc)> =
abc(bc(a +b4c)? = Sa(254 + a® + ab+ ac + 2bc)> =
abe (bc(a +b4¢)? = Sa(b* + 2+ 2bc + a(b+ c))> =

abc(a +b+c) (bc(a +b+c)—Salb+ c))
Portanto,

xSa(b—c¢) = abc(be(a+b+c) — Sa(b+c)).

Agora vamos calcular v,:

. x  ac ac(bc(a—i—b—i—c)—SA(b—i-c) 1) ac(bc(a+b+c)—25Ab>
N= === _

T2 2 2 Salb—c) 2 Salb—c)
_ abe 02+ac+bc—2SA_LI)c a? = b +cla+b)  abcla+b)(a—b+c)
2 Sa(b—c) 2 Sa(b—c) N 254(b —¢) '
Similarmente,

abc(a+c¢)(a+b— c).

YAT TG (e —b)



Como todos os termos ua, v, WA, UB, VB, WRH, UC, Vo, W vao ter um fator abc/2, vamos dividir todos
) ) ) b ) ) C7 C7 C )

por abe/2 por simplicidade (a partir de agora todas as equagdes serdo homogéneas nesses valores).

Vamos ter

vA:(a+b)(a—b+c) wA:(a+c)(a+b—c).
Salb—c) Sa(c—10)
Do mesmo modo,
_ (b+a)(b+c—a) _(b+c)(b—c+a)
“B = Spla—c) B = Sp(c—a)
¢ uc:(c+a)(c—a+b) vc:(c+b)(c+a—b)'
Sc(a—0b) ’ Sc(b—a)

O eixo radical de (TalsA) e (TgIpB) é

(ua —up)x + (va —vp)y + (wa —wp)z =0,
enquanto o de (TalaA) e (TclcC) é

(ua —uc)r + (va —vo)y + (wa — we)z =0.

Para que essas retas coincidam, basta que (ug—up: v4—vp: wa—wp) = (UA—UC: VA—VC: WA—WE).
Entéo, vamos verificar que

up VA WA —Wp
uc  vA — e wa
Mas
ug  Sc a?® — b?
uc  Sp a2 —c2

Temos também que

VA — VO 1_v£_ _& b2 — ¢
va va Sc b2 —a?
Basta que
Si a2—02_ _& b2 — 2
Sc a2 —1b2 Sc b2 —a?’
ou
Spla? —*) = Sc(a® — b?) + Sa(V? — 2),
ou melhor:

2SA(b2 — 02) + 25’3(02 - aQ) + ZSC(a2 — b2) =0.
Sendo A = a? B = b*,C = ¢, temos que 254 = B+ C — A, etc.. Logo, basta que

(—A+B+C)B—-C)+(A-B+C)(C—A)+(A+B—C)A-B) =0,
ou entao

~AB-C)+(B*-C? —B(C—-A)+(C*—-A%)—C(A-B)+ (A’ - B%) =0,

WA—WB

o que é verdade. Para a razao basta fazer uma conta analoga.



Solugdo 2. Vamos comegar revendo a figura da solugdo anterior. Assuma que o triangulo ABC
satisfaz ZA > 90°:

J& vimos que BA = BP, e, pela simetria das retas LP e LA em relacdo a Iol4, temos também
LP =LA. Logo, ZLPB = /ZLAB = 180° — ZBAC. Sendo D o pé da perpendicular de A a BC, F
o pé da perpendicular de C a AB, temos que ZFDC = ZFAC = 180° — ZBAC = ZCPT4. Assim,
T4L || DF. Com resultados andlogos obtemos que T4TpTc e homotético a DEF, o triangulo értico
de ABC.

Y, B e n./ ¥a \XA

F )(/-
Xg c
NG
¥ A T
ls
E A
{c |
lC ‘\}‘ C:
B D

Ademais, como Ty P = TyQ pois LTAPQ = LTsQP, e Tyl é bissetriz de LPTAQ (TAP e TAQ sao
tangentes ao A-exincirculo), segue que T4I4 L BC.



Sejam Q 4, Qp e Q¢ os circuncirculos de AT4I4, BTl e CTclIc, respectivamente. Seja {X 4, A} =
Iglc N Qy4, {XB,B} =IclyNQpe {Xc,C} =IxIpNQ¢c. Como Al4 L Iglc, X4 é o antipoda de
I4 em Q4, e temos resultados similares para Xp e X¢.

Note que, se A’ é a intersecao de Iglc com BC e A* é a intersecio de I T4 com BC, como
LA A* Ty = 90° = LA'Al 4, temos que LAA'B = LAI Ty = Z/T4X 4 A. Dai segue que T4 X4 || BC.
Do mesmo modo, T Xp | CA,TcXc || AB.

Seja Y4 a intersecdo de XpTp com XcT¢, e defina Yp, Yo de modo andlogo. Como TyT¢ ||
DF,TcTp || EF e TcYy || FA, obtemos que TcY4 é bissetriz interna de ZTyTcTp ja que AF é
bissetriz interna de ZDFFE. Do mesmo modo, TgY4 é bissetriz interna de ZTATgT¢, e concluimos
que Y4 € o incentro de T4TTc = YA € Tals. Note entdo que Yala,YglIp, Yol concorrem, pois
as perpendiculares de 14, Ip,Ic a BC,CA, AB concorrem. Assim, [4lplc e YaYpYo sdo tridangulos
perspectivos, e entdo YaYg N Ialp, YeYo NIglo, YoYa N Icl4 sdo colineares, ou seja, X4, Xp, X¢
sao colineares.

Olhando para o quadrilatero completo formado pelos pontos I, X4, Ip, Xp,Ic, Xc, concluimos que
os pontos médios de 14X 4, IpXp, [0 X sdo colineares (reta de Gauf}), mas esses pontos médios sao
justamente os centros de 24,3, Q.

Logo, para mostrar que esses circulos sdo coaxiais, basta encontrar um ponto que esta no eixo radical
de quaisquer dois deles.

Mas I[Io-IA=1Ig-IB =1Ic-1C, e entdao I estd neste eixo radical. Isso finaliza o problema.



Problema 3. Encontre todas as fungées f: R — R tais que, para todos z,y € R,

F(f(@)f(y) = flx+y) + fzy). (%)

Resposta. x — x4+ 1, x — —x — 1 e x — 0 sdo as tnicas solugdes.
Solugdo. A principal ideia é mostrar que f é injetiva ou f é constante. Assuma que existam a # b
reais com f(a) = f(b). Note que, fazendo z <— 1 e y < a,y + b em (x), obtemos

fla+1)+ fla) = f(f(a)f(1)) = fF(f(b)f(1)) = fF(b+ 1) + f(b),

eentao f(a) = f(b) = f(a+1) = f(b+1). Agora, fazendo x + —1 ey <+ a+1, y + b+ 1, obtemos
que

fla)+ f(ma=1) = f(fla+ 1) f(=1)) = f(f(b+1)f(=1)) = f(b) + f(=b—1).

Logo, f(a) = f(b) = f(—a—1) = f(=b—1) = f(—a) = f(-b). Fazendo z <~ =1l ey <—a, y < b,
obtemos

fla=1)+ f(=a) = f(f(a) f(=1)) = f(f(O)f(=1)) = F(b—1) + f(-D),

eentao f(a) = f(b) = f(a—1) = f(b—1). Concluimos entao que f(a) = f(b) = f(a+n) = f(b+n)
para todo n inteiro. Agora, faca x <~ n, n € Z, e y < a, y + b em (*) para obter

fla+n)+ flan) = f(f(a)f(n)) = f(f(b)f(n) = f(b+n)+ f(bn),
de modo que f(a) = f(b) = f(an) = f(bn) para todo n inteiro. Agora, note que
F0) + f(=a®) = f(f(a) f(=a)) = F(f(b)f(=D)) = f(0) + f(=b7),
e entdo f(a) = f(b) = f(—a?) = f(~b%) = f(a?) = f(b?). Por fim, temos que
fla="b)+ f(=ab) = f(f(a)f(=b)) = f(f(b)f(—a)) = f(b—a) + f(—ab).
Assim, f(a) = f(b) = f(a—b) = f(b— a).

Logo, vamos olhar para as solugoes de f(z) = f(—x). J& vimos que, se a tnica solugdo for z = 0,
entdo f é injetiva. Suponha que haja uma solu¢do = # 0, e chame-a de t.
Note que, para n inteiro,

fE+n+2x)+ fitz+nx)=f(fE+n)f(x) = f(f(—t+n)f(z)) = f(—t+n+2x)+ f(—tz+nzx).

Vamos escolher z com t +n+ 2 = —tx + ne <= x(n —t — 1) = t + n, de modo que f(tx + nx) =
f(=t+n+ x). Dai obtemos que

flxin+t—1)+t—n)= f(z(l—t—n)—t+mn).

Vamos tomar n = 1, de modo que z = —1 — % Daiz(n+t—1)+t—n=uazt+t—1= —2. Ou seja,
f(2) = f(=2). Dai f(n+2) = f(n — 2) para todo n inteiro.
Em particular, f(4) = f(0), e entao

f(@) + f(0) = f(f(2)£(0)) = f(f(2)f(4)) = fz +4) + f(4x).

Disso, surge a ideia de mostrar que f(1) = f(0), pois a conta acima com 1 no lugar do 4 diria que
f(x+1) = f(0) para todo x, e entdo f é constante.
Note que

Fla+n+2) + fna+20) = [(f@) f(n+2)) = F(F@)f(n—2) = fla+n—2)+ f(nz — 2).
Fazendo nx + 2z =z +n—2 <= z(n+1) =n — 2, obtemos f(z +n+ 2) = f(nz — 2z), e entao

fzB3—n)4+n+2)=fx(n—3)—n—2).



Mas z(n—3) — —ZZM n—2= 4( )+4 Entao, se n = 3, obtemos que f(3) = f(—3),
n+1

e entdo f(n+3) = f(n—3), e como f(n+2) = f(n — 2) conclui-se que f(n+1) = f(n —1). Temos
que

f=x) + fle=1) = f(f(@)f(=1)) = f(f(2) f(1)) = [z + 1) + f(2).

Tomando z = —1/2 temos que —x = x + 1, de modo que f(—1—1/2) = f(-1/2) = f(1/2) =
f(=1/2) = f(3/2). Portanto,

f(=2/2) + f(x = 1/2) = f(x + 1/2) + f(z/2)
Entao, fazendo x = 1/2, obtemos que f(1) = f(0) <= f(1/4) = f(—1/4). Mas sabemos que
flnz) + f(n+z) = f((n+2)z) + f(n+2+2).

Fazendo x = n/(n + 1) temos n + x = (n + 2)z, e entao

() =1 (i) = s (o) = (i) = o) = (o)

5 —9_ 2
Entéo, se z =2 — 47,

fle=2)+ f(=22) = f(—x +2) + f(-22),

eentdo f(x —2) = f(—z+2),ex —2= TH n =7 diz que f(1/4) = f(—1/4), como desejado.

Agora sabemos que f é injetiva ou constante. Suponha que ela é injetiva. Entdo seja f(0) = c¢. Note
que £(c2) = 2¢, f(F(2)(0) = F(c2)+c = 3c = F(2%), e F(FREA)F(0)) = F2c) +¢ = de = F(3¢%), e
f(4c?) = be. Ademais, f(f(c?)f(c?)) = f(2¢?) + f(ct) = f(4c?) = 5ec = f(c?) = 2¢ = f(c?). Entdo,
como f é injetiva, ¢* = ¢2.

Note que f(0) =0 = f(z) = 0 para todo x. Assim f(0) # 0. Mas, se f é solu¢do para o problema,
—f também é. Logo, podemos supor que f(0) > 0. Dai f(0) = 1.

Assim,

f(f (@) = fz) +1,

= f(=2%) + 1= f(f(=2?)), entdo f(2)f(—z) = f(=2?). Entao f(1)f(-1) = f(-1),
e como f(1) # 1 = f(0) temos f(=1) = 0. Dal 1 = f(0) = f(f(2)f(-1)) = f(z = 1) + f(-2), e
FUF(=) (& = 1)) = F((1 - 2)), e entao f(—2)f(x — 1) = a(1 — ). Trocando f(~z) = 1 f(z — 1)
segue que f(z —1)(1 — f(z —1)) = 2(1 — z). Logo, {f(z —1), f(—x)} = {z,1 — z}. Concluimos que
[ é sobrejetora, e entdao f(f(z)) = f(z)+ 1 vira f(z) =z + 1.

e f(f(x)f(—x))



Problema 4. Dados inteiros positivos a e b, defina os inteiros ¢ e 7, onde 0 < r < ab sdo tais que
a? + b? = abq + r. Mostre que ¢ +7 < ab + 1 e explicite todos os pares (a,b) para os quais ocorre
igualdade.

Solucdo. Como a® + b?> > 2ab, devemos ter ¢ > 2. Vamos fazer inducdo em a + b e na seguinte
afirmacdo: Dados inteiros positivos a e b, temos que

L(a ;bb)QJ - L(Zb_—bn

R =1

seab—11(a—b2oua=0b,e

caso ab — 1|(a — b)? e a # b.

O caso base a + b = 2 é trivial, pois a = b = 1. Para o passo indutivo, se a = b, temos r =0 e ¢ = 2,
e é claro que 2+ 0 < a? 4 1 nesse caso. Assim, podemos supor, sem perdas, que a > b.

Escreva a = bx + y, onde x,y sdo inteiros com 0 < y < b. Note que

a? +v? a b Y b
— fd —_ — = — 1.
q { 7 J {b+aJ x—i—{b—l-bx_kyJe{m,a:—i- }

Vamos dividir em dois casos.
Caso 1. q=x+1,0ouy/b+b/(bx +y) > 1.
Note que 7+ ¢ = a® +b* — abg+ q = (bx +y)? +b> — (bx +y)b(x +1) + (z +1). Entdo devemos provar
que
(bx +y)*> + b — (br + )bz + 1)+ (z+1) < (b +y)b + 1

= b22? 4+ 2bxy + y? + 0% — b2x? — by — b*x — by +x < b2z + by

— bry + y? + b% + x < 2b%x + 2by

= (b—y)? < z(2V® —by —1).
Como z > 1, basta que

2% —by —1> b2+ — 2y <= b2 — 1>y —by.

Mas 0 < y < b, e entdo isso é verdade.
Caso 2. g =x,0uy/b+b/(bx+y) < 1.
Agora nés temos

r+q=a’+b*—abqg+q= bz +y)? + b* — (bx + y)bx + z,
entdo devemos provar que

(bx +y)* + % — (b + )bz +z < (bz +y)b+ 1
= 02?4+ 2y + 1y + b2 — b2 —bay+x < bz + by +1
= bry+ P+ <br+by+1
=Pyt —by—1<z(b®—by—1)

2442 —by—1
<~ x> +y Y

- bb—y) -1

Mas sabemos, por hipdtese, que
Y y br+y—>
- <l = —_—
b + bxr +y b br +y

— bry + y? < b2z + by — b?
—= b2+ 9% — by < z(b® — by)
b2+ 9% — by

T >
b(b—y)



Entao devemos provar que

b2+ 9% — by m>b2+y2—by—1
b(b - y) o bb—y) -1

Seja b —y = c. Note que b% + 32 — by = b?> + y(b — y) = b*> — bc + % e b(b — y) = be, entdo basta

b2 + 2 — be R+ —be—1
r> ————— =1 > )
be be—1
ou ) )
$_1>(b—c) :>x—1>(b_c)

be ~ bc—1"
Mas isso segue diretamente da indugdo, pois b — y = ¢ < a. Isso mostra que g +r < ab+ 1. Vamos
provar o segundo resultado enunciado na inducao. Note que

(a—b?=ab(g—2)+7r e (a—b2=(ab—1)(qg—2)+ (¢g—2+7).

Como q —2+7r < ab—1, caso ab— 11 (a — b)?, devemos ter obrigatoriamente ¢ —2 +r < ab— 1, de
modo que ¢ — 2 + 7 é o resto de (a — b)? na divisdo por ab — 1. Entao

= ;bb)2J - {(Zb_—be'

-]

Se ab — 1|(a — b)?, como ¢ — 2+ 17 > 0, pois ¢ > 2 e r > 0, mas as duas igualdades ndo podem ocorrer
pois estamos assumindo a # b, devemos ter ¢ — 2 4+ r = ab — 1, de modo que

Isso completa a inducdo, e, portanto, finaliza a demonstragdo de que ¢ +r < ab + 1.
Agora, devemos encontrar os casos de igualdade. Pelo o que foi visto acima, teremos igualdade se e
s6se ab—1|(a —b)?> e a # boua=b=1. Suponha a > b > 1. Logo, existe k € N tal que

(a—0)2 =k(ab—1) < a®> —a(2b+ kb) + b* + k = 0.
E claro que k < a, pois, sendo, a®> — k(ab—1) < 0 e b?> — 2ab < 0. Sendo @’ a segunda raiz de
a2 — (20 + kb) +b? + k=0,

temos que @’ = 2b+kb—a € Z e ad’ = b* + k, e entdo a’ < b, sendo aa’ > a(b+ 1) > b? + k, pois
ab > b? e a > k, absurdo. Caso a’ = b, teremos a = (k + 1)b, e entdo aa’ = b*(k + 1) = b2 + k, ou
k = b’k <= b = 1, absurdo por hipétese. Logo, a’ < b.

Assim, enquanto min(a,b) > 1 e a # b, hd uma solugcdo com min(a,b) menor. Assim, em algum
momento, vamos encontrar uma solu¢do da forma x,1. Logo, todas as solucbes podem ser geradas
através do pulo de Vieta, iniciando com um par x,1. Nesse caso k =z — 1, e, de uma solucao a > b
para

(a—b)* = (z — 1)(ab— 1),

passamos para a solucdo (a® +x — 1)/b > a. Com isso, podemos deduzir todos os pares (a, b) para os
quais ha igualdade em ¢ +r < ab+ 1.



Problema 5. DONKEY KONG, conhecido carinhosamente como DK, brinca de destruir grafos. Ele
pode realizar as seguintes operagoes:

(7) Destruir um vértice de grau impar. Antes de fazer isso, DK olha para os vizinhos deste vértice
e troca a relagao entre cada par deles (se eles estavam conectados, eles passam a estar desconec-
tados e vice-versa).

(it) Escolher um vértice v de grau par, olhar para seus vizinhos e trocar a relagdo entre cada par
deles (note que v nao é destruido).

Comecando em um grafo G dado, DK realiza operacoes até nao haver mais arestas. Mostre que a
quantidade de vértices no grafo resultante independe das escolhas das operagoes.

Solugao. Vamos provar que o numero de maneiras de dividir os vértices do grafo G (em qualquer
momento do processo) em duas classes de modo que cada vértice tenha um nimero par de vizinhos
em sua propria classe é invariante. Vamos dizer que uma divisao (A4, B) dos vértices do grafo é boa se
satisfaz essa condigdo.

Dada uma divisao boa (A, B), suponha que usemos a operagao (i) no vértice v € A. Sejam uq, ..., ug €
A os vizinhos de v em A e wy,..., w1 € B os vizinhos de v em B. Ao realizar (i), vejamos que
(A\{v}, B) é boa no novo grafo. Basta verificar que os vizinhos de v possuem uma quantidade par de
vizinhos, o que é verdade, pois [{v,u1,...,uok}| e [{w1,...,wa41}| sdo impares.

Agora, dada uma divisdo (A, B) boa do novo grafo (obtido ao realizar (i) em v), vamos recuperar
exatamente uma divisdo boa do grafo antigo, que serd (AU {v}, B) ou (A4, B U {v}). Sem perdas, v
possui uma quantidade impar de vizinhos em B. Entao (A, B U {v}) ndo é boa no grafo antigo (pois
v possui grau impar em sua classe), mas (AU{v}, B) é boa (mesmo argumento utilizado no paragrafo
passado). Assim, (7) mantém o nosso invariante.

Agora temos de verificar que (7) também mantém o invariante. Tome uma divisdo boa (A4, B) do
grafo antes de realizar (7) em v. Suponha que v € A. Vejamos que (A\{v}, B U {v}) é boa no novo

grafo. De fato, se u1,...,usr € A sdo os vizinhos de v em A e wy, ..., ws € B sdo os vizinhos de v em

B, ao realizar (i7) em v, a paridade de vizinhos de u; em {uq, ..., us;} muda, assim como a paridade

de vizinhos de w; em {w1,...,wy} muda. Logo, ao trocar v de A para B, trocamos novamente a
) 9 ) )

paridade de vizinhos de cada u; e w; nas classes, e entdo mudamos a paridade duas vezes, e entdo
todas as paridades continuam sendo par.

Agora, dada uma divisdo boa (A, B) apds realizar (i) em v, vamos recuperar exatamente uma divisao
boa no grafo antigo. Supondo que v € B, vejamos que (A U {v}, B\{v}) é boa no grafo antigo, mas
(A, B) nao é boa no grafo antigo. A verificagdo é similar a feita no pardgrafo anterior.

Assim, é facil verificar que estabelecemos uma bijecao entre as divisdes boas de um grafo e as divisoes
boas apds realizar uma operacao. Isso mostra o invariante.

Se obtivermos um grafo sem arestas no fim, esse ntimero sera 2%, em que k é o nimero de pontos no
fim do processo. Se fizermos outras operagoes no grafo inicial e, no fim, houver k' pontos sem arestas
entre eles, deveremos ter 28 = 2%’ e entdo k = k’, como desejado.



