PROPOSTA DE PROVA:
62 Competicao
Elon Lages Lima de Matematica - 2025

08 de Junho - 2025

1. Qual a maior poténcia de 3 que divide um nimero da forma
f(n) =n®+6n+ 11,

com n inteiro?

(a) 3

(b) 3°

(c) 3

(d) 3

(e) 3°

2. Sendow € C tal que w® =1 ew # 1, podemos afirmar que o valor de

cos {((1 —W)(1T=W)+2—-w)2—wH+...+ (10—W)(10—w2)> 9750}

€ igual a:

(a) 0.



(b) 1.
(c)
(d)
(e)
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3. O valor da integral J (x* +3x* +3x + (x + 1) cos(x + 1))dx é:
-2

(a) 1.

(b) 2.

(c) —1.

(d) —2.

(e) 0.

4. A sequéncia (ay)x>o € tal que ap =0, a1 = a2+ 1N € ay = a1 + N, para todo inteiron > 1. Se
Q ={k € Z.; ax € quadrado perfeito},

pode-se afirmar que:

(a) 2024 € Q.

(b) 2025 ¢ Q.

(c) Q € finito.

(d) Q contém infinitos nimeros pares.

(e) Q contém infinitos niimeros impares.

5. Dado cos© = 1/3, encontre o valor de
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(b)
(c)

— N

(d)
(e)

6. Sejam py > 0 e z;, = py(cos xy +isen o) parak =1,2,3 tais que
1 1 1
—+—+—=—=0
Z1 Vo) Z3

Se Ay € um ponto do plano complexo (afixo) correspondente ao nimero

_ cos(2oy) + isen (2oy)

Wy parak =1,2,3.

Zx
Podemos afirmar que a origem 0 do plano complexo corresponde ao:
(a) Incentro do tridngulo AATAZA;.
(b) Ortocentro do tridngulo AA;AA;3.
(c) Circuncentro do tridngulo AATAZA;.
(d) Baricentro do tridngulo AA;1AA;.
(e) Ex-incentro do tridngulo AA;1AA3.

7. Sejam fy, f1, 2, ... funcbes de R em R tais que

folx) =1,  fA) =A"ul(x) e  fulx+y)= )Y filx) faily)

0<i<n

para todos x, y, A€ Ren=20,1,2,.... Sabendo que fi(x) € inteiro quando x é inteiro, entdo o menor valor inteiro positivo que f15(10)
pode assumir é



(a) 2°.3%.71°
(b) 25.3%.5.710
(c) 22.36.58. 7
(d) 22.3%.5°
(e) 22.34.57 .78

sen (7t cos? x)

8. O limite 71611}% 2 é igual a:
(a) .
(b) 1.
(c) 0.
@}

(e) 2.

: 1 (/1 /2 /3
9. Podemos afirmar que lim — ( —t+\ =+t F 1/n) é igual a:
n—oo n n n n n

n—oo p

a
10. Se (24 v3)" = a, + baV/3, com an, by, € Z para todo inteiro positivo n, entio lim — & igual a:
n

(a) V2



(b) V3

(c) 3v/3

(d) 1

(e) 5

11. O valor da integral

I_J4” x cos x dx
)y 14 senx

é igual a:
(a) 2m.
(b) 2.
(c) m.
(d) 1.
(e) 0.

12. Param > 2 inteiro, seja S,, o conjunto dos pares ordenados (x,y) tais que 0 < x,y < 1 sdo reais e x +ny e nx +y sdo ambos inteiros.
Assinale a opcdo que corresponde ao nimero de elementos de S, :

(a) n.

(b) n—2.
(c) n?.
(d) n*—2.
(e) 2n.

13. Sejam V um C-espaco vetorial de dimensdo7 e T:V — V um operador linear tal que T = A.I (onde 1 é o operador identidade em V).
SeA = ’”T‘@‘ podemos afirmar que:



(a) (TP+T+D*=0.
(b) (TP+T+1D*=1L
(c) (TP+T+1D)* =21
(d) (T*+T+1D)*=3L
(e) (T"+T+1D)' =1

14. Dada uma ordenacdo dos nimeros 1, 2, ..., 1 em fila, uma transposicao é uma troca de posicdo de dois deles. Por exemplo, nas listas a
seguir, trocamos primeiro as posicées de {2,3} e, depois, as de {2, 6}:

123456 - 132456 — 136452.

Sejam S¢ o conjunto de todas as permutacées o do conjunto {1,2,3,4,5,6} e f(0) o nimero minimo de transposicées necessarias para
transformar o na permutacdo 123456. Encontre o valor de

S=) f(o).

0€Sg

(a) 5040.
(b) 4320.
(c) 2556.
(d) 1764.
(e) 1200.

15. Quantas funcées f: 7Z — R existem satisfazendo
f(x+19)=f(x) e f(x-y)="Ff(x)-f(y) paratodosx,y € Z?
(a) 1
(b) 2
(c) 3



(d) 4
(e) 5

16. Dados dois pontos no plano A = (x,y) e B = (z,w), definimos o ponto m(A, B) do plano como sendo

m(A,B) = (xz —yw,yz + xw)

Definimos uma sequéncia de pontos do plano Py, P, P2, ... recursivamente da seguinte maneira:
1 V3
PO = (i, 7) € Pn-H = m(PTn Pn) paran > 0

Entao P2025 é

17. Seja R o conjunto de todos os pontos (a,b) do plano tais que a,b € Z e a — 33b é um mudltiplo de 109. Qual a menor distancia entre
dois pontos distintos de R?

(a) V109
(b) 2v/109
(c) V109/2
(d) V33
(e) 16v/33



18. Sejam o, 0z, 003 € C as trés raizes de x> +3x +12 = 0. Se
S = o005 + 03 + oz
entdo S satisfaz:
(a) S* —36S + 1323 =0.
(b) S* —42S — 144 = 0.
(c) S*—128 —2705 = 0.
(d) S* —36S — 540 = 0.
(e) S*+36S —144 = 0.

19. Seja (G,-) um grupo com elemento neutro e. Considere a, b € G tais que a* = e e a?ba™? = b*. Quais das seguintes afirmacées
necessariamente € verdadeira?

(a) B2 =1.
(b) b* =1.
(c) b =e.
(d) b =e.
(e) b6 =e.

20. Uma pulga, partindo da origem (0,0), move-se sobre os pontos do plano R?> com ambas as coordenadas inteiras. A cada segundo, a
pulga pula do ponto (x,y) para o ponto (x + 1,y) com probabilidade % ou para o ponto (x,y -+ 1) com probabilidade % Se a pulga atinge
um ponto da retay = x + 1, ela para. Qual a probabilidade de a pulga nunca parar de pular?

(2) 3
(b) 3
(c)
() 1



(e)

21. Considere a transformacéo linear T: R — R3 dada por

Sx—y—2z x—y+2z x+y>

T(x,y,z) - < 2 ) 2 ')

que possui autovetores vi = (1,1,1), v, = (0,2,—1) ev; = (3,1, 1) (acredite em mim, é verdade). Se a,b,c € R sdo escalares tais que
(aqui 1 denota a identidade)
a-(ToT)+b-T+c-I

é uma projecdo (ndo necessariamente ortogonal) de R* sobre um plano, qual o maior valor possivel de a?
(a) a=—3

(b) a=2

(c) a=—1

@ a=1

(e) a=1

22. Se A e B sdo matrizes de M,,(R) tais que B> =1 e A2 = AB + I, encontre o valor maximo de det(A).

() 5+2\/§.

() 3+2\/5.

(c) /5.

() 1+2\/5.

(o) 3—2\/5_




23. Seja s(n) o ndmero de solugdes de
x? 4 2xy + 3y* < n, XYy E€EZ

Entdo, lim s(2n)
n—oo S(TL)

(a) V2.

(6) 3.

vale:

7
(c) NG
(d) 2.

9
(e) 4

24. A figura a seguir mostra um quadrado de lado 2 e uma regido sombreada S que corresponde ao conjunto de todos os pontos internos ao
quadrado que estdo mais proximos do centro do que dos lados do quadrado.

2

A medida da area da regido S é:

(a) 2(5v2-3).

10



(b) 3(6v2—5).
(c) 3(4v2—-5).
(d) 2(4v2-1).
(e) Z(4v2—15).

25. Quantas matrizes A de tamanho 3 x 3 com entradas em Fy; ={0,1,..., 10} (o corpo dos inteiros médulo 11) s3o tais que A3 = 17
Aqui 1 denota a matriz identidade.

(a) T+113- (113 1)

(b) 113 — 112
(c) 1+ (113 =1)(112=-1)
(d) 1+ (113 =1)(112=11)
e 1+H3(1123—1)
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