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Fase Unica — Nivel Universitario
PRIMEIRO DIA

Olimplada
Brasileira de
Matematica

1. Seja nt(x) a quantidade de primos positivos menores ou iguais a x, x € R. Mostre que ndo existe
uma funcdo continua f : [0, +00) — R satisfazendo lim (f(x) — n(x)) = 0.
X—00

2. Determine se existem a, b, ¢, d inteiros tais que as sequéncias (a,)n>0 € (Bn)n=0 definidas por
e ap=pfo=0;
e a1 =p1=1;
® Q4 =aayus + bay, paran > 0;
® Bus2 = CPus1 +dp, paran > 0;
que satisfazem f, # 0,¥n > 1 e as duas condigdes a seguir:

(i) Existem infinitos naturais N tais que

1 |0(N| 1
T 505 S 1B <1+ 92025’
(ii) Existem infinitos naturais M tais que
a
|avml > 02025

1Bul

3. Dado um conjunto ndo vazio X C RK, k € {2,3}, dizemos que g é de médulo minimo em X seq € X e
lgl < Ipl, Vp € X.

(@) Seja A : R*? - R? uma transformacéo linear invertivel, e seja A = A(Z?) = {A(x,y) | x,y € Z}.
Sejam u de médulo minimo em A\ {(0, 0)} e v de médulo minimo em A\ {tu | t € R}. Prove que
A={ku+mv|kmeZ).

(b) Sejam B : R®> — R3 uma transformacéo linear invertivel, e
I'=B(Z%) = (B(x,,2) | x,y,z € Z).

Supondo que u seja de médulo minimo emI'\{(0, 0, 0)}, v seja de médulo minimoem I'\{tu | t € R}
e w seja de médulo minimoem I'\ {tu + sv | t,s € R}, Prove que I = {ku + mv + nw | k,m,n € Z}.
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4. Sejam A,B € M(n,C), i.e.,, A,B matrizes n X n com entradas em C, e P € C[X] um polindmio
ndo-constante tal que P(0) # 0 e AB = P(A). Prove que a matriz A é invertivel e que as matrizes A e B
comutam (isto é, que AB = BA).

5.

o0
. a . .- o an .
(a) Seja (a,)n>1 uma sequéncia decrescente de termos positivos tal que a série Z — diverge. Prove
n

n=1

que para qualquer sequéncia crescente (1y)r>1 de inteiros positivos com D1 limitada, a série
Z ay, diverge.
k=1

[ee]
. N . o an .
(b) Seja (a,)n>1 uma sequéncia de termos positivos tal que a série Z — converge. Prove que existe
n

n=1

A . . . e . nk+1
uma sequencia crescente (l’lk)k>1 de inteiros pOSlthOS com khm
- —oo Ny

k

= 1 tal que a série Z an

k=1
converge.

(a) Seja g: R — (-1,1) a bijecao dada por

2x _ 1
g(X) = tanh(x) = m

Dado r € [0,1), prove que existe A(r) € [0,1) com a seguinte propriedade: para toda fungdo
racional

com a,b,c e d ntmeros reais e |d > | tal que f((-1,1) < (-r,r), temos
(g7 o fog) (I < A(r),Vx € R.

(b) Determine o menor A = A(r) possivel no item anterior.



