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Outra técnica muito Gtil em Combinatoéria é o principio da inclusao-exclusdo (PIE) uma férmula que per-
mite contar o total de elementos da unido finita de conjuntos finitos.

Os casos mais simples se referem aos niimeros de elementos da unido de dois ou trés conjuntos finitos, nos
quais o principio da inclusao-exclusdo garante que

n(AUB)=n(A)+n(B)—n(ANB) )

n(AUBUC) =n(A)+ n(B)+ n(C)
—n(AnB)—n(ANnC)—n(BNC) (2)
+n(ANBNC),

em que n(X) representa o nimero de elementos do conjunto finito X.

Paraverificar (1), basta observar que a soma n(A)+n(B) conta todos os elementos de AUB, mas os elementos
de AN B sdo contados exatamente duas vezes e, por isso, devemos descontar n(AN B) uma vez.

Por outro lado, para verificar (2), basta aplicarmos (1) trés vezes, obtendo

n(AUBUC)=n((AUB)UC)

=n(AUB)+n(C)—n((AUuB)NC)

=n(A)+n(B)—n(AnB)+n(C)
—n((AnC)u(BNCQC))

=n(A)+n(B)+n(C)—n(AnB)
—n(AnC)—n(BNC)
+n((ANnC)N(BNC))

=n(A)+ n(B)+ n(C)
—n(AnB)—n(ANC)—n(BNC)
+n(ANBNC).

Vejamos, em dois exemplos simples, como aplicar o principio da inclusdo-exclusao em Combinatoria.

Exemplo 1. Numa classe de 30 alunos, 14 falam inglés, 5 falam aleméo e 3 falam inglés e alem&o. Quantos
alunos falam pelo menos uma lingua, dentre inglés e alemao?

Solucdo. Seja I o conjunto dos alunos que falam inglés e A o conjunto dos alunos que falam alemao. O que
queremos descobrir € o total de alunos que falam pelo menos uma das linguas, ou seja, queremos contar o
numero de elementos do conjunto I UA. Como n(I)=14, n(A)=5e n(I NA)=3, segue de (1) que

n(IUA)=14+5-3=16.
O

Exemplo 2. Em uma faculdade, 65 alunos estudam francés, 45 estudam alemao, 42 estudam russo, 20 es-
tudam francés e alemao, 25 estudam francés e russo, 15 estudam alemao e russo e 8 estudam os 3 idiomas.
Encontre o nimero de alunos de que estudam pelo menos um, dentre tais idiomas,

Solucdo. Queremos encontrar n(F UAU R), onde F, A e R denotam os conjuntos de alunos estudando
francés, alemao e russo, respectivamente. Pelo principio da inclusdo-exclusdo para trés conjuntos, temos

n(FUAUR) =n(F)+n(A)+ n(R)
—n(FNA)—n(FNR)—n(ANR)
+n(FNANR)

=65+45+42—-20—25—15+8
=100.

Semana Olimpica 2026 1



Prof. Cicero Thiago - @prof.cicerothiago - cicerothmg@gmail.com - Nivel 1

Uma outra maneira de resolver esse problema seria montar o diagrama de Venn abaixo.

Observando que a+b+d+e =n(F)=65,b+c+e+f=n(A)=45d+e+f+g=n(R)=42,b+e =
n(FNA)=20,d+e=n(FNR)=25,e+f=n(ANnR)=15e e = n(F NANR) = 3, obtemos o sistema de
equacoes

a+b+d+e=65

b+c+e+f=45

d+e+f+g=42

{ b+e=20 ,
d+e=25
e+f=15
e=3

o qual pode ser resolvido facilmente e fornece a =30, b =12, c =18,d =15, e =8, f =7 e g =12. Logo,

n(FUAUR)=a+b+c+d+e+f+g
=30+12+18+12+15+7+8
=100.

De maneira geral, dados n conjuntos finitos A;, A,,...,A,, o nimero de elementos de sua unido é

i=1 1<i<j

+ Z n(A;NA;NAL)
1<i<j<k

- Z n(A;iNA;NANA)
1<i<j<k<p

+...
+(=D)""1n(A;NnA4,N...NA,). (3)
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Teorema 1. (Principio da inclusdo e da exclusao) O ntimero de elementos na unido de n conjuntos finitos
Ay, A,,..., A, édado por (3).

Demonstracdo 1. Precisamos mostrar que um elemento que pertenca a p, para p = 1,2,3,...,n, dos con-
juntos A’ s é contado por (3) somente uma vez. Pertencendo a p dos conjuntos A;s ele serd contado p vezes

em

Em

n

Zn(Ai).

i=1

Z n(A;NA;)

1<i<j

serd contado (g), em

1<i<j<k

('3j ), e assim sucessivamente até o termo n(A,;NA,N...NA,), que nos dard uma contribuigao igual a 1. E claro
que a intersecdo de mais do que p conjuntos ndo fornecerd nenhuma contribui¢do, uma vez que o elemento,
em questao, pertence a exatamente p dos conjuntos A, A,,...,A,. Somando todas estas contribuicoes ter-

(HE) B

Exercicios propostos

. H& 190 pessoas na praia. 110 usam 6culos, 70 usam trajes de banho e 95 usam chapéu. Todo mundo

estd usando pelo menos um desses itens, 30 usam trajes de banho e 6culos escuros, 25 estao vestindo
trajes de banho e chapéu e 40 usam 6culos escuros e chapéu. Quantas pessoas estdao usando os trés
itens?

Denotemos por n(X) o nimero de elementos de um conjunto finito X. Sejam A, B e C conjuntos tais
que n(AB)=8,n(AC)=9,n(BC)=10,n(ABC)=11e n(ABC)=2. Determine n(A)+ n(B)+ n(C).

Um ntimero telefonico de 7 algarismos d; d,d; — d,dsdgd; serd chamado de memorizdvel se o prefixo
d,d,d; é exatamente igual a d,dsdg ou dsdgd;, (possivelmente ambos). Assuma que cada d; pode ser
qualquer um dos dez algarismos 0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9. Determine o total de nlimeros memorizaveis.

Quantos inteiros entre 1 e 3600, inclusive, sdo divisiveis por 3, 5 ou 7?

Quantas sao as permutagdes das letras da palavra BRASIL em que o B ocupa o primeiro lugar, ou o R
em segundo lugar, ou o L em sexto lugar?

Dentre os inteiros de 1 a 1000000, inclusive, quantos ndo sdo quadrados perfeitos, cubos perfeitos e
nem quartas poténcias perfeitas?

Uma permutacio de a;, a,, as, ..., a, serd chamada de caédtica quando nenhum dos a;’s se encontra
na posic¢do original, isto é, na i-ésima posicao. Determine o total de permutacdes cadticas para quatro
elementos distintos.

Cada quadradinho unitédrio de um quadrado 3 x 3 seré colorido de azul ou vermelho. Quantas colora-
¢oes possuem um quadrado 2 x 2 vermelho?
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