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Onde estao os autovalores dessa matriz?

(Nivel Uiniversitario - Estudantes de graduagao).

Teorema. 1 (Hadamard). Seja A = (a;;) € M, (C) tal que, para todo 1 < i <mn, |a;| > > j=1|ai;|. Entio, A é inversivel.
J#i

Definig¢do. 0.1 (Discos de Gerschgorin). Sejo A = (a;5) € Mn(C) e 1 <i <n. O i-ésimo disco de Gerschgorin de A é o disco
(fechado) de centro a;; e de raio r; = j—1 |ai ;|
i
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O Teorema de Hadamard se traduz entdo em: se 0 ndo pertence aos discos de Gerschgorin de A, entdo A é inversivel. Uma
variante deste resultado é o sequinte teorema:

Teorema. 2 (Gerschgorin). Os autovalores de uma matriz A = (a;;) € My (C) pertencem a unido dos seus discos de Gerschgorin.

Uma matriz e sua transposta tendo os mesmos autovalores, pode-se dizer que os autovalores de A = (a;;) € M, (C) pertencem
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também & unido dos discos de centro a;; e raio Y ;" |a;;], com i # je 1 <j<n.

Teorema. 3. Seja A = (a;;) € M,(C) tal que r discos de Gerschgorin ndo intersectam os n —r outros. Entdo, a unido desses r
discos contém exatamente r valores proprios (contados com suas multiplicidades).

Corolario. 1. Um desses discos de Gerschgorin que ndo intersecta os outros contém um unico autovalor, entdo este autovalor é
simples.

Definicdo. 0.2 (Raio espectral). Seja A = (a;;) € M, (C). O raio espectral de A é definido como sendo o nimero real p(A) >0
que corresponde ao mdzimo dos modulos dos autovalores de A.

Por outro lado, todos os autovalores de uma matriz A pertencem ao disco fechado de centro 0 e raio p(A). H4 alguns resultados
bem iteressantes nessa dire¢do, como por exemplo,

¢ O raio espectral da matriz de permutacdo associada a uma permutagao circular de ordem n é 1 e todos os autovalores sdo
raizes n-ésimas da unidade. Assim, todos os autovalores pertencem ao circulo de centro 0 e raio 1.

¢ O raijo espectral da matriz cujos coeficientes sdo todos iguais a 1 é n e nenhuma outra raiz n-ésima pertence ao circulo de
centro 0 e raio n.

Mencionamos a seguir algumas propriedades elementares do raio espectral.

Teorema. 4. Seja A = (a;;) € M,,(C) e ||A|| norma candnica da matriz A, entao p(A) < ||A||. Além disso,
p(A) = lim [|AF||%.
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Teorema. 5. A aplicagio ¢ : M, (C) — R, definida por p(A) = p(A) é continua.



Exemplos

0 1 0
1. No R2?, esboce os discos de Gerschgorin da matriz [ =1 i 1| € M3(C),.
0 1 3

2. Seja A = (a;j) € M,(C) tal que |a;| > > j=1|ai;|.. Mostre que
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|det(A)] > H Qi — Z |ag;]| -
i=1
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3. Seja A = (ai;) € M, (C). As Ovais de Cassini da A sdo os conjuntos
Oij = {ZE(C; |z—aii|~|z—ajj\ S’I‘i"f‘j},
onde r; = > r—1 |asx|.
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Mostre que um autovalor A de A pertence a pelo menos uma Oval de Cassini.

4. Seja A uma matriz irredutivel. Demonstrar que os autovalores de A que pertencem a fronteira da unido dos discos de
Gerschgorin pertencem de fato a intersegdo de todos os discos de Gerschgorin.

5. Sejam A = (a;5) € M,(C) e B = (b;;) estritamente positiva tais que
laj| < bij, Vi, j.

Mostre que os autovalores de A pertencem a reunido dos discos fechados de centros a;; e raios p(B) — b;;.



