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Semana Olimpica — Nivel 1

Ceva e Menelaus

Matematica

/ Prof. Carlos Alex /

Na geometria olimpica, poucos resultados sdo tdo recorrentes e poderosos quanto os Teoremas de Ceva e
de Menelaus. Eles permitem analisar, de forma precisa, situacdoes de concorréncia de retas e colinearidade de
pontos em triangulos, transformando configuragdes geométricas complexas em relagdes simples de razoes.

Neste material, exploraremos Ceva e Menelaus como ferramentas estratégicas na resolu¢ao de problemas
olimpicos. As questdes propostas exigem leitura cuidadosa da figura, organizacdo do raciocinio e escolha
adequada do teorema — indo além da aplicacdo mecanica das formulas.

O objetivo ¢ desenvolver visao geométrica e rigor 1dgico, habilidades essenciais em competigdes como
OBM, Lusofonia e Conesul, e fundamentais para o treinamento avancado da Semana Olimpica.

Os teoremas de Menelaus e Ceva sdao muito Uteis para se provar que trés pontos sao colineares (No caso,

o teorema de Menelaus), ou trés retas sdo concorrentes (O teorema de Ceva ¢ melhor nesse caso).

Teorema de Ceva

Teorema 1. (Ceva) Tome ABC um triangulo e
sejam D, E e F pontos sobre os lados BC, AC e AB,
respectivamente. Entdo os segmentos AD, BE e CF
concorrem em um ponto se, € somente se,

BD CE AF

CD AE FB

Teorema de Menelaus

Teorema 2. (Menelaus) Seja ABC um triangulo,
considere uma reta r intersectando os lados AB, AC
e BC nos pontos F, E, D respectivamente. Entao,

BD CE AF

CD AE FB

Prova.

B D C

Lema. se XYZ ¢ um tridngulo e W € ponto sobre
YZ, entdo,

Yw  [Xyw]

X7 [XZW ]

Pelo lema,
BD _[ABD] _[PBD] _[ABD]—[PBD] _[PBD]

DC _[ADC] _ [PDC] _[ADC]— [PDC] _ [PDC]

Agora fa ca isso para os demais lados, e olhe para
o produto, perceba que ser’a 1. Para fazer a volta,
veja que basta fazer um ponto fantasma D’,
perceba que provamos que

BD' BD

D'B DB
LogoD = D".

Prova.

E do mesmo modo, se temos ponto nessa razao com
pelo menos um ponto fora do tridngulo, entdo eles
sdo colineares.

. . -

I3 ( ]

Considere G, H e I os pés das perpendiculares de B,
A e c aretar. Agora note que temos algumas
semelhanc;as de tridngulos. Como mostrado abaixo.

ABFG AAFH AF AH
ﬁ

FB~ BG

J AHEA~AIEC - CE ¢l

AE AH

ADIC ADGB 5D GB
~ - —

cD ~ CI

Multiplicando tudo, obtemos justamente o que
procuravamos.
Agora para a volta, veja que o processo ‘e
semelhante ao da volta de Ceva, basta fazer um
ponto fantasma.
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Problemas Iniciais

Problema 01. Sendo o Triangulo ABC equilatero e seu perimetro sendo 72 cm. M ponto médio de AB e CE=
16. Qual o valor de CN ?

A

Problema 02. (Escola Naval) O tridngulo da figura abaixo ¢ equilatero, AM = MB =5 e CD = 6.

A

A area do triangulo MAE vale:
200V3

a) 11

100V3
b=
100V2
c) .
d)zooﬁ

11 B
e) >

D

200V2

Problema 03. Sendo M o ponto médio de AC e N ponto médio de BM. Se AN = 12, qual o valor de ND?
B




CQ;_\ ] . i Matematica
A Semana Olimpica — Nivel 1 / Prot. Carlos Alex |

Problemas de Treinamento

Problema 04. Mostre que as bissetrizes concorrem em um Unico ponto.

Problema 05. Prove que as medianas concorrem.

Problema 06. Tome ABC um triangulo e sejam E e F pontos sobre os lados AC e AB, respectivamente.
Além disso, tome P o ponto de intersec¢ao de BE e CF. Mostre que EF//AB &= AP ¢ mediana de ABC.

Problema 07. Mostre que os pés das bissetrizes externas sao colineares.

Problema 08. Considere um tridngulo ABC, mostre que o pé da bissetriz interna de B, o pé da bissetriz interna
de C e o pé da bissetriz externa de A sdo pontos colineares i.e. eles estdo sob uma mesma reta.

Problema 09. (OBM 2016). As bissetrizes internas dos angulos ZABC e 2ZACB do triangulo ABC se encontram
no ponto I . A reta paralela a BI que passa pelo ponto A encontra a reta CI no ponto D. A reta paralela a CI por
A encontra a reta BI no ponto E. As retas BD e CE se encontram no ponto F . Mostre que F , A e I sdo colineares
se, e somente se, AB=AC.

Problema 10. (OBM 2005 N2) A medida do angulo B de um tridngulo ABC ¢ 120°. Sejam M um ponto sobre o
lado AC e K um ponto sobre o prolongamento do lado AB, tais que BM ¢ a bissetriz interna do angulo ZABC e

CK ¢ a bissetriz externa correspondente ao angulo ZACB. O segmento MK intersecta BC no ponto P. Prove que
LAPM = 30°.

Problema 11. (Rioplatense/1997): Seja ABCD um quadrado de lado 1. Sejam E e F os pontos médios dos lados

AB e BC. G ¢ um ponto sobre CD tal que GD = 3.GC. As retas EG e AF se intersectam em O. Calcula a 4rea do
triangulo FGO.

Sessao de Desafios

Problema 12. Mostre que a versao trigonométrica do teorema de Ceva vale. Sendo P o ponto que concorrem e

ABC o triangulo.
sinZPAB sin£ZPCA sin4PBC

. . =1
sinZPBC sinzZPCB sin«ZPBA

Problema 13. (Bielorussia 1995) Seja H o ponto de intersecao das alturas BB, e CC; do triangulo acutangulo
ABC. Seja [ uma reta passando por A, tal que [ L AC. Prove que as retas BC, B;C; e [ possuem um ponto em
comum se e somente se H for o ponto médio de BB;.

Problema 14. (OBM 2018) Seja ABC um triangulo acutangulo de circuncentro O e ortocentro H. A
circunferéncia de centro Xa passa pelos pontos A e H e tangencia o circuncirculo do triangulo ABC. Defina de
maneira analoga os pontos Xp € Xc. Sejam Oa, Op e Oc os simétricos de O em relagdo aos lados BC, CA e AB,
respectivamente. Prove que as retas OaXa, OsXg € OcXc sdo concorrentes.

Problema 15. (Teste IMO 2007) Seja ABCDE um pentagono convexo tal que £LBAC = £CAD = £DAE e
£ABC = £LACD = £ADE. As retas BD e CE se intersectam em P. Prove que AP passa pelo ponto médio de CD.




