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Algumas relagoes e problemas legais

Teorema Fundamental da Bissetriz

Seja ZABC um angulo dado e P um ponto em seu interior. Entao, a distincia de P a AB ¢é igual a distancia

de P a BC se, e somente se, o ponto P pertence & bissetriz.

O Incentro do Triangulo

As trés bissetrizes internas de um tridngulo se intersectam em um unico ponto, chamado incentro, que é
equidistante dos lados do tridngulo.
As trés bissetrizes internas de um tridngulo ABC se intersectam em um ponto I, chamado incentro, que é

o centro da circunferéncia inscrita no tridngulo.

Comprimentos dos Segmentos Tangentes

Seja ABC um tridngulo com BC = a, CA = b e AB = c¢. Sejam M;, Ny e P; os pontos de tangéncia da

circunferéncia inscrita com os lados BC, C'A e AB, respectivamente. Entao:
AleAPlzp—m BMlzBplzp—b, CM1:CN1:p—C,

onde
a+b+ec

2

Teorema da Bissetriz Interna

[Bissetriz Interna] A bissetriz interna AL do angulo ZA de um tridngulo ABC divide o lado oposto BC' na

razao

BL _AB
LC  AC’



Area do Triangulo e o Raio da Incircunferéncia

Sejam a, b e ¢ os lados do tridangulo ABC e r o raio da circunferéncia inscrita. Entéo:

at+b+ec

[ABC)=p-r, ondep= )

Ceva, Menelaus e Stewart

[Ceval] Seja ABC um triangulo e sejam pontos
DeBC, EeCA, FeAB.

As cevianas AD, BE e C'F sao concorrentes se, e somente se,
BD CE AF
0 A FB -
Este teorema fornece uma condigao necessaria e suficiente para a concorréncia de trés cevianas.
Forma orientada
Quando os pontos D, E, F' pertencem aos prolongamentos dos lados do tridngulo, vale a forma orientada:

BD CE AF

DC BEA FB -

A forma orientada é essencial em problemas olimpicos envolvendo prolongamentos de lados.

Ceva trigonométrico
[Ceva Trigonométrico| As cevianas AD, BE e C'F sdo concorrentes se, e somente se,

sin/BAD sin/CBE sin ZACF

SmZDAC smZEBA smZFCB -

Esta versao é particularmente 1til quando o problema envolve apenas dngulos.

Teorema de Menelaus

[Menelaus] Seja ABC' um tridngulo e seja uma reta que intersecta os lados (ou seus prolongamentos) em
DeBC, EcCA, FecAB.

Os pontos D, E e F sao colineares se, e somente se,

BD CE AP _
DC EA FB 7
O Teorema de Menelaus é o dual do Teorema de Ceva:

e Ceva trata de concorréncia;

e Menelaus trata de colinearidade.

O uso correto dos sinais é crucial, especialmente quando a reta intersecta prolongamentos.



Relacao de Stewart

[Relagao de Stewart] No tridangulo ABC, seja D € BC tal que
BD=m, DC=n, BC=a=m+n.

Se AD = d, entao vale a relagao
b*m + ¢*n = a(d® + mn),

onde b=CAec= AB.

Forma equivalente

b>m + ?n
dP?=""""""_"mn.
a

A Relag@o de Stewart é uma ferramenta poderosa para o célculo de comprimentos de cevianas.

Problemas

[OBM] O triangulo ABC' é retangulo em B. Seja I o incentro e O o ponto médio de AC. Se LAOI = 45°,
determine ZACB.
Seja ABC um triangulo com BC = a, CA =be AB = ¢. Se AM é a bissetriz relativa ao angulo ZA,

demonstre que:
a-c

b+c

Seja ABC um triangulo acutangulo e I seu incentro. As bissetrizes internas interceptam os lados BC', C' A

BM =

e AB nos pontos D, E e I, respectivamente. Prove que
ID? + IE? + IF? > r?,

onde r é o raio da circunferéncia inscrita.
Seja ABC um triangulo com BC =a, CA=be AB =c. Se AM é a bissetriz relativa ao angulo ZA. Seja

I o incentro do tridngulo ABC'. Demonstre que a relacao é valida

Al _b+c

IM  a
No triangulo ABC, o incentro [ satisfaz

/BIC =120°.

Determine os possiveis valores dos Angulos internos do tridngulo ABC.
(Teste Cone Sul) Sejam ABC' um tridngulo tal e P um ponto que sobre a mediana do lado BC, Sejam
também D a interse¢ao de AC' e BP e F a intersecao de AB e C'P. Se os inraios dos tridngulos BEP e CDP

sdo iguais, prove que AB = AC, No triangulo ABC, seja I o incentro e O o circuncentro. Suponha que
ZAOI = 90°.
Determine a natureza do tridngulo ABC.
No triangulo ABC, sejam D € BC, E € CA e F € AB tais que

BD CE

DC=%r Eas?



Determine a razao B para que as cevianas AD, BE e C'F sejam concorrentes.
No triangulo ABC, as cevianas AD, BE e CF satisfazem

/BAD =30°, /DAC = 60°,

/CBE =45°, /FEBA =45°.

Determine os angulos ZACF e ZFCB para que as trés cevianas sejam concorrentes.
Uma reta corta os lados AB, BC e C'A do triAngulo ABC (ou seus prolongamentos) nos pontos F, D e E,

respectivamente. Sabendo que
AF BD 1

FE~? DC 3

CE
determine a razao A No triangulo ABC, seja M o ponto médio de BC. Sabendo que

AB=5 AC=7, BC =6,

determine o comprimento da mediana AM. No tridngulo ABC, a bissetriz interna AD encontra BC' em D.
Sabendo que
AB=6, AC =4, BC =S8,

determine o comprimento da bissetriz AD.
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