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Um levantamento estatistico da OBM /2025, Nivel 2, incluindo men¢6es honrosas, apontou que:
¢ 43 alunos fizeram 10 pontos no P2 e 22 alunos fizeram 0 pontos no P2;
¢ 40 alunos fizeram 10 pontos no P4 e 32 alunos fizeram 0 pontos no P4.

No geral, vé-se que foram os problemas que “decidiram” quem atingiu a pontuacdo minima para ser medalha
de bronze. Por um lado, h4 o copo meio cheio com o pessoal desempenhando bem no P2, que era de combinatéria.
Porém, por outro lado, hd o copo meio vazio com o pessoal ndo indo tdo bem no P4, que foi de geometria. Sendo
0 P5 um problema de algebra, que foi considerado dificil com 7 alunos em pontuagdo méaxima e 49 com pontuagdo
zerada, esperava-se mais no desempenho geral no P4.

Conversando com alguns professores experientes, conjecturamos que um problema pode estar relacionado com
uma ideia geral de ndo tentar aplicar técnicas simples. Por exemplo, num problema de geometria, ao invés de,
primeiramente, marcar angulos e procurar ciclicos, tenta-se aplicar geometria projetiva, as vezes sem ter um razoédvel
dominio do tema.

Dessa forma, planejou-se essa aula para reforco da ideia: pensar simples, primeiro. Essa ideia estd alinhada com
o que alguns professores viram em diversos eventos mundiais de treinamentos de paises que desempenham bem na
IMO.

Sendo somente uma aula de 2 horas, optou-se por falar apenas sobre dois assuntos: circuncentro, que foi tema do
P4, e paralelismos/paralelogramos. Para fim dessa se¢do introdutoria, apresentamos a solucdo do P4 da OBM:

Problema 1. (OBM/2025 - N2/P4) Seja ABC' um tridngulo com incentro I e A-exincentro K. Seja D o pé da bissetriz
interna relativa ao vértice A e E o circuncentro do ABDK. Seja F' # C a segunda intersecdo de AC com o
circuncirculo do ABFC. Prove que:

a) E, D e F sdo colineares. b) ID =1IF.
Solugao: Comecemos com um bom desenho: a) Primeiramente, notemos que ABDE é is6sceles em E.
A Portanto, sendo /BED =2 - ZBKD = C, temos que:

/BDE =90 — C/2.

Além disso, seja D’ = BC N EF. Dai, temos que:
LD'FC = LEFC = ZEBC = 90 — C/2, o que
implica, pelo AD'FC, em ZFD'C = 90 — C/2 =
/BD'E = /BDE.

b) ADCF é is6sceles em C. Isso implica em CD = CF.
c Sendo C1I bissetriz, temos que ACDI = ACFI por
LAL, de onde segue que ID = IF.

Notemos como foram apenas usadas ideias simples e fatos conhecidos, a partir da propriedade do circuncentro
gerar alguns tridngulos is6sceles por ser equidistante dos trés vértices.
Vamos para os detalhes.



1 Circuncentro e suas propriedades

Comecemos com uma solugao:

Problema 2. (Hong Kong/TST - 2017) Num tridngulo ABC, seja AD a bissetriz do angulo ZBAC, com D pertencente
ao segmento BC'. A perpendicular de B a AD intersecta o circuncirculo do tridngulo ABD nos pontos B e E. Sendo
O o circuncentro do tridngulo ABC, prove que A, O e E sdo colineares.

Solucédo: Comecemos com um bom desenho: Marcando dngulos, temos que:

AABE = /ABE = 90° — A/2
AADC = /BDA=A/2+C
ABDE é ciclico = /BEA = /BDA=A/2+C

AABE o s, A A
=222, /BAE = 180 —(90 —2+2+C):

Ficando, provada, a colinearidade desejada, pois
AABO é isb6sceles em O, com ZAOB = 2C, o que nos
leva a:

/BAO =90—-C = ZBAFE

Note que a solugdo saiu apenas marcando dngulos e usando as propriedades que o circuncentro gera, que
basicamente sdo tridngulos isdsceles com os circunraios.
Para treinar um pouco, tentemos fazer as questdes a seguir, de ideias similares:

Problema 3. (Pan-africana/2019) As tangentes ao circuncirculo do tridngulo ABC em B e C encontram-se em D.
O circuncirculo do tridngulo BC'D encontra os lados AC' e AB novamente em E e F, respectivamente. Sendo O o
circuncentro do tridngulo ABC, prove que AO L EF.

Problema 4. (Bangladesh-2025) Seja ABC um tridngulo dado com circuncentro O e ortocentro H. Sejam D, E e F os
pés das perpendiculares de A, B e C aos lados opostos, respectivamente. Sendo A’ a reflexdo de A em relagdo a EF,
prove que HOA'D é um quadrilétero ciclico.

Problema 5. (Centro-americana/2022) Seja ABC um tridangulo acutangulo com ortocentro H e circuncentro O. Seja D
a interse¢do de AO e BH. Seja P o ponto em AB tal que PH = PD. Prove que os pontos B, D, O e P pertencem a
uma circunferéncia.

1.0.1 Dicas e ideias de solugdes

Problema 3. Seja X = AO N EF. Sendo BCEF ciclico, temos que ZXEA = B. Marcando adngulos, vemos que
LEAX = ZEAO = 90° — B. Logo, no AAEX, temos que ZAXE = 90°.

Problema 4. Primeiramente, de BCEF ciclico, temos que ZFEA = B. Dai, sendo A’ reflexdo, logo ZA’AE =
90° — B = ZOAE, o que implica que A’, O e A séo colineares. Por fim, por poténcia de ponto, basta provar que
AH-AD = AO - AA’, que serd verdade pois EHDC é ciclico, o quenoslevaa AH - AD = AE-AC e EOA’C é ciclico,
pois ZOA'E = ZOAE =90° — C = ZOCE, o quenos levaa: AE - AC = AO' - AA'.

Problema 5. Se o BDOP for ciclico, temos que ZODP = /ZOBP = ZOBA = 90° - C =
ZOAP. Com isso, terfamos PA = PD = PH, ou seja, que P é circuncentro do AADH. Dali,
“invertamos” o problema: seja P’ o circuncentro do AADH.  Precisamos provar que P’ € AB.

Cuidado para ndo dizer, nesse momento, que ZAPH = 2B. Isso s6 seria verdade se P’ € AB, que é algo ainda ndo
provado. Analisando AADH, temos que: ZAHD = C e ZHAD = (90° — B) — (90° — C) = C' — B. Dai, por angulos
inscritos na circunferéncia, teremos que ZAP'H = 2-C + 2 - (B — C) = 2B, de modo que P’A = P'H nos leva a:
/ZP'AH = 90° — B = ZBAH, o que conclui nossa solugao.




2 Paralelismos/Paralelogramos

Por vezes, precisamos mexer com o circuncirculo e alguns paralelogramos.
Uma das formas mais conhecidas disso é o reflexo do ortocentro pelo ponto médio do lado que cai no
circuncirculo, demonstrado no desenho a seguir:

A Para isso, basta analisarmos que:
BE 1 AC
BE || A'C BH || A'C
(e, = po1ac - [BATAC]
CF 1 AB
= CF|AB=|CH|AB
(i, =ori

Portanto, temos que BHC A’ é paralelogramo.

Como as diagonais de um paralelogramo cortam-se
no ponto médio, logo, sendo M ponto médio de BC,
temos que: HM = MA’, resultando que A’ é o reflexo
de H por M.

Aproveitemos para provar que o reflexo do ortocentro
pelo lado também cai no ortocentro. Para isso, chamemos
de H' o encontro da altura AH com a circunferéncia
circunscrita ao tridngulo ABC.

Dai, temos que:

A’ é antipoda = AH'A" = 90°
AD 1 BC
AH' | H' A

= BC | H'A' = DM || H' A’

Sendo A’ a antipoda de A em relagdo a circunferéncia
circunscrita de ABC, provaremos que BHCA' é um M ¢€ponto médio de HA" = DM é base média em AH H'A’

paralelogramo = D é ponto médio de HH' = H' é o reflexo de H por D

Lembrando que outros paralelismos e paralelogramos podem acontecer no contexto da questdo, mas que hé
muitos associados a antfpoda, treinemos um pouco:

Problema 6. (Cone Sul/2017) Seja ABC um triangulo acutangulo com circuncentro O. Os pontos X e Y sdo escolhidos
tais que:

e /XAB=/YCB =90°

e /ABC =/BXA=/BYC

* X e C estdo em semi-planos diferentes em relacdo a AB
* Y e A estdo em semi-planos diferentes em relacdo a BC

Prove que O é ponto médio de XY

Solugao: Comecemos com um bom desenho: Notemos que:
XALAB  ABYA  xpA—90° — B= /XBC=90°
/BXA=B

= XB 1 BC 2=, | XB || cY
Analog. YB || AX

Dai, para formar o paralelogramo, surge
espontaneamente a ideia de esticar AX e CY por A e
C, respectivamente.

Nesse caso, sendo B’ = AX N CY, concluiremos que:

ZBAB' =90° = ZBCB' = B’ é anipoda de B em ()ABC)
BXB'Y é paralelogramo = O ( ponto médio de BB’)

; . . é ponto médio de XY
servemos como um bom desenho é “mais que meio
Ob bom desenho é “ p

caminho andado”. [ |



Pode ndo parecer, mas o que vimos até aqui, apesar de serem ideias simples, ja é suficiente para resolvermos
problemas de shortlist, conforme veremos a seguir.

3 Duas de IMO/SLs

Problema 7. (IMO/SL - 2015/G1) Seja ABC um triangulo acutdngulo com ortocentro H. Seja G o ponto tal que o
quadrildtero ABGH é um paralelogramo. Seja I o ponto na reta GH tal que AC passa pelo ponto médio de HI.
Sejam C' e J os pontos em que a reta AC intersecta a circunferéncia circunscrita do AGCI. Prove que IJ = AH.

Solugdo: Comecemos com um bom desenho: conforme vimos na segdo anterior, podemos analisar H’
reflexo de H por AC. Sendo AH = AH’, seréd suficiente
provar que AH'IJ é paralelogramo.

Por um lado, tomemos M e N pontos médios de HI e
de HH', respectivamente. Dessa forma, temos que M N é
base médiano AH H'I e por consequéncia: M N || IH' =

o

Por outro lado, ABGH é paralelogramo implica em
/BGH = /BAH = 90° — B. Sendo Z/BCH = 90° — B
também, podemos concluir que BGCH é ciclico. Por
consequéncia, temos que: ZHGC = ZHBC = 90° — C.

Pela prépria defini¢do de J, temos que GC1J é ciclico,
de modo que:

LIJA=/1JC = LZIGC = ZHBC =90° - C
Por fim, temos que H' ser reflexo de H implica em:
LH'AN = ZHAN = ZHAC =90° — C

~[TTAT]

Com um bom desenho, a principio, ndo vemos algo Por (I) e (II) segue que AH'IJ é paralelogramo, o
muito imediato para relacionar IJ com AH. Porém, que concluinossa solugdo, poisIJ = AH' = AH. n

Problema 8. (IMO/SL - 2023/G1) Seja ABC' DE um pentagono convexo tal que ZABC = ZAED = 90°. Sabe-se que
o ponto médio de C'D é o circuncentro do AABE. Seja O o circuncentro do AACD. Prove que AO passa pelo ponto
médio de BE.

Solugéo: Seja N o ponto médio de BE. Note que a Seja M o ponto médio de AF'. Logo, M é o centro de
questdo pede para provar que A, N e O sdo colineares. (ABF'E) que, pelo enunciado, é o ponto médio de C'D:

Como ja vimos ao longo desse material, principalmente AF e CD cortam-se no ponto médio

na primeira segdo, isso implica em: ZNAD = 90 —
LACD = ZOAD. Buscando isso, facamos um bom :>‘ACFD é paralelogramo
desenho:

Agora, para cumprir nosso objetivo de provar que
ZNAD = ZOAD sera basicamente marcagdo de angulos
e uma semelhanca.

Provemos a semelhanca: AABE ~ ADF A. Para isso,
basta perceber que:

ZABE = Z/AFE = /DFA; ZAEB = ZAFB = Z/DAF
Dai, sejam § = ZACD = ZCDF, o« = ZEDA e
B=4CDA = 2ZMDA. Com isso, podemos concluir que:

()

Ponto D = | a + f+0 = 180°

{AABENADFA = /NAE = /MDA =

N e M pontos médios
De ZABC = ZAED = 90°, surge a ideia de esticar

BC' e DEFE até se encontrarem. Seja F' = BC N DE. Dai, LNAD = = (90° —a) = a+ f - 90°
sendo M ponto médio de C'D, temos que: (I)= ZNAD =90—-6 =90 - ZACD
/ABF = /AEF = 90° = ABFE é ciclico = | 4, N e O séo colineares |
com centro no ponto médio de AF [



4 Teorema de Reim (s6 na versao online)

Aproveitemos esse tema para falar do teorema de Reim, que relaciona circunferéncias com paralelas e em algumas
outras literaturas é apenas apontado como “fato conhecido”: Sejam w;, ws duas circunferéncias que se intersectam
nos pontos M e N. Uma reta que passa por M intersecta w; e wy novamente nos pontos A; e A,y, respectivamente.
Sendo B; ponto em w; e By ponto em wy, temos que:

A1 By || AsBy < By, N e B; sdo colineares

Prova:

Parte 1: A1 By || AsBy = By, N e Bs sédo colineares
Seja ZMAlBl = Q.

Dai, temos que:

A1B1 H AQBQ = 4MA2B2 =180° — «
M A3By N éinscritivel = ZM N By = 180° — (180 — a) = «
MA1B1N éinscritivel = /B NM = 180° — «

= /BINM + ZMNB; = (180° — a) + o = 180° = ‘ B, N e B5 colineares

Parte 2: A;B; || A2By <= By, N e By sdo colineares
Seja LA MN = .

Dai, temos que:

Ay, M e Aj sdo colineares = /NM Ay = 180° — 3
MA3BsN éinscritivel = LN By Ay = 180° — (180 — 5) = 8
MA1B1N éinscritivel = ZNB1A; = 180° — 3

ZNBlAl = 180° — 5 = 180° — ZNBQAQ = AlBl H A2B2

Antes de comecarmos a ver as solugdes, convém mencionar que as retas que envolvem o teorema de Reim podem
aparecer de diversas formas como as apresentadas a seguir:
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As demonstragoes de cada um dos casos mostrados e de qualquer outro do teorema de Reim sdo andlogas de
modo que as deixaremos para o leitor.

Vamos para os problemas resolvidos.

Problema 9. (Indonésia/2020) Dado um quadrilatero ciclico ABCD, sejam X um ponto no segmento BC (X # BC)
tal que a reta AX seja perpendicular a bissetriz do &ngulo ZCBD e Y um ponto no segmento AD (Y # D) tal que
BY seja perpendicular a bissetriz do &ngulo ZC'AD. Prove que XY || CD.

Solucao: Comecemos com um bom desenho, fazendo 2o = ZCAD = ZCBD:

Analisando o desenho anterior:

* A, Y e D colineares; * deseja-se provar que XY || CD.

e B, X e C colineares;

Temos, entdo, pelo teorema de Reim, que é suficiente mostrar que ABXY é ciclico, pois Y, D, X e C seriam os
pontos onde as retas encontrariam as circunferéncias analisadas.

. L. N ) . . ~
Provemos isso, sabendo que Z, ponto médio do arco CD serd o ponto onde as duas bissetrizes encontrardo a
circunferéncia (ABCD):

2
4DAZ=§:a%4AYB:90°—a

2a AX1BZ
>

AC’BZ:7:oz ZAXB =90° — «

= /LAY B = /AXB = | ABXY éciclico

[ ]
Problema 10. (IMO/2018) Seja I o circuncirculo do tridngulo ABC. Os pontos D e E estdo sobre os segmentos AB e

AC, respectivamente, de modo que AD = AE. As mediatrizes de BD e C'E intersectam os arcos menores AB e AC
de I' nos pontos F' e G, respectivamente. Prove que as retas DE e F'G sdo paralelas (ou sdo a mesma reta).

Solucao: Comecemos com um bom desenho:



Pensando na aplicagdo do teorema do Reim, considerando que:
® I' a primeira das duas circunferéncias, pois F,G € T;
* o pedido é para provar que DFE || FG
logo faz sentido:
e esticar F'D até I', novamente, definindo o ponto X;
e esticar GE até I', novamente, definindo o ponto Y;
® provar que XY DFE é ciclico.

Provemos isso, olhando inicialmente para o angulo ZAX D:

JAXD = /AXF = /AXD = /ABF
F € mediatrizde BD = ZABF = /DBF = /BDF = ZADX(0.p.v.)

= /AXD = ZADX =

Analogamente, olhando para o angulo ZAX E, temos que: AY = AE.
Por fim, sendo AD = AFE, podemos conclur que:

AX = AD = AFE = AY = | XY DFE é ciclico

pois X, Y, D e E estao equidistantes de A.



