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O objetivo dessa aula é mostrar a utilidade dos corpos finitos (principalmente dos com p? elementos)
em certos problemas de Teoria dos Numeros. A primeira parte da aula serd dedicada a provar que corpos
finitos necessariamente tém cardinalidade igual a uma poténcia de primo, e na segunda parte veremos como
aplicar esse conceito em problemas, de modo a encurtar (as vezes bastante) solugoes.

1 Cardinalidade dos corpos finitos

Primeiramente, relembremos a defini¢ao de corpo:

Defini¢ao 1. Um conjunto F' munido de duas operagoes binarias + (soma) e - (produto) é dito um corpo
se

i) (a+b)+c=a+(b+c)e(a-b)-c=a-(b-c), para todos a,b,c € F (associatividade);
ii) a+b=b+aea-b=>-a, para todos a,b € F (comutatividade);

iii) (a+b)-c=a-c+b-cea-(b+c)=a-b+a-c, para todos a,b,c, € F (distributividade da soma pelo
produto);

iv) Existem elementos distintos 0,1 € F tais que a +0 = a e a -1 = a, para todo a € F (elementos
neutros);

v) Para cada a € F, existe um tnico elemento —a € F', chamado inverso aditivo de a, tal que a+(—a) =0
(existéncia do inverso aditivo);

vi) Para cada a € F, a # 0, existe um tnico elemento a~! € F, chamado inverso multiplicativo de a, tal
que a-a~! =1 (existéncia do inverso multiplicativo).

O exemplo mais simples de corpo finito que conhecemos é o conjunto Z/pZ dos inteiros médulo um
primo p.

Uma propriedade importante dos corpos é que eles sdo dominios, isto é, dados a,b € F' tais que ab = 0,
entao a =0 ou b= 0.

Definicao 2. A carateristica de um corpo F, denotada por char F', é o menor natural n € N tal que
n-lp=1p+- .-+ 1p = 0p. Se tal n nao existir, definimos char F' = 0.
N———

n vezes

A caracteristica de Z/pZ, por exemplo, é p.
Proposicao 1. Se F' € um corpo finito, entdo char F > 0. Além disso, char F' € um nidmero primo.

Demonstragao. Se char ' = 0, entao os elementos da forma n - 1z, n € N, sao dois a dois distintos e
pertencem a F', logo F' é infinito. Por fim, suponha que char F' = ab, com a,b > 1. Como F' é um dominio,
segue que

(ab)-lF:()F — (a-lF)'(b'lp):OF — a-1p =0p 0ub-1F:OF,

contradizendo a minimalidade de ab. Assim, char F' deve ser um nimero primo. O
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Agora vamos mostrar que Z/pZ é o “menor” corpo de caracteristica p, ou seja, qualquer outro corpo de
caracteristica p deve conter uma cépia de Z/pZ. Para isso, vamos formalizar o que significa “conter uma
cépia” com a defini¢ao de isomorfismo.

Definigao 3. Sejam K e F' corpos. Uma fungao bijetiva ¢ : K — F é dita um isomorfismo se p(a + b) =
w(a) + p(b) e p(ab) = ¢(a)p(b) para quaisquer a,b € K.

Vejamos um exemplo simples de isomorfismo. Considere o conjunto {a,b}. Nesse conjunto, definiremos
as operagoes + e - de modo que sejam satisfeitas as seguintes tabelas.

+la b a b
ala b ala a
b|b a bla b

Observando atentamente, vemos que o conjunto se parece bastante com Z/27. Se parecem e sao isomorfos!
Basta definir ¢ : {a,b} — Z/2Z tal que ¢(a) =0 e p(b) = 1.

Proposicao 2. Se char F' = p, entdo existe uma cdpia isomorfa de Z/pZ em F.

Demonstracio. Defina F, = {Op, 15,2 1p,...,(p—1)-1p} C F. E facil ver que a fungio ¢ : F, — Z/pZ
dada por ¢(j - 1p) =7, 0 < j <p—1¢é um isomorfismo. O

A partir de agora, se F' é um corpo de caracteristica p, escreveremos Z/pZ C F por abuso de notacao.
Nosso objetivo final é mostrar que |F| = p" para algum n.

Definigao 4. Seja K um corpo. Um K-espaco vetorial V é um conjunto, cujos elementos sao chamados de
vetores, munido de duas operacoes binarias

+:V xV =V (soma) e -:KxV —V (produto por escalar)
que satisfazem, informalmente:
e V é fechado para soma e para multiplicagao por escalares de K.
e a soma é comutativa, existe o vetor nulo, existe o vetor oposto, etc.

Ha axiomas precisos que definem um espaco vetorial, mas o primeiro ponto destacado acima sera sufici-
ente para nossos propositos.

Um exemplo de espago vetorial é o conjunto Po(R) = {ax2 +bx+c:a,b,c € R} dos polindémios de grau
< 2 com coeficientes reais (ou em qualquer corpo). De fato, podemos somar quaisquer polindémios desse
conjunto e obter outro polinémio dele e podemos multiplicar um polinémio por uma constante real c e obter
um outro polinémio dele.

Observe que o conjunto {1,z,2?} cumpre um papel crucial no exemplo acima: todo elemento de P2(R)
pode ser escrito de maneira tnica como combinacdo linear de 1, z e z2.

Definicao 5. Uma base para um K-espaco vetorial é um conjunto B C V tal que todo vetor v € V pode
ser escrito de maneira inica como combinacao linear (finita) de vetores de B com coeficientes em K, isto é,

v=aiv1 +- -+ ayv,, a; € K,v; €BVi.

E possivel mostrar que todo espaco vetorial possui base utilizando o Lema de Zorn. Além disso, fixado
um espago vetorial V', pode-se provar que qualquer base de V sempre tem mesma cardinalidade, seja ela
finita ou ndo. A dimensao de um espago vetorial é a cardinalidade de uma base dele.

Uma eztensdo de corpos é simplesmente uma inclusdo K C F' entre dois corpos. Dada uma extensao de
corpos K C F, podemos ver F como K-espaco vetorial! De fato, F' é fechado para soma e para multiplicacao,
em particular, é fechado para multiplicagao por elementos de K. Vendo os elementos de K como escalares
e os de F' como vetores, segue direto da definicao.
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Teorema 1. Se F' € um corpo finito com char F' = p, entdo existe um inteiro positivo n tal que |F| = p™.

Demonstragdo. Se char F' = p, entao vale a extensao de corpos Z/pZ C F, logo podemos ver F' como
Z/pZ—espaco vetorial. Como F' é finito, é 6bvio que qualquer base deve ser finita, entao seja {z1,...,x,}
uma base (isto é, n é a dimensao de F sobre Z/pZ). Desse modo,

F={aix1+ - +anxy:a1,...,a, € Z/pZ}.
Temos p escolhas para cada a;, portanto |F| = p™. O

Bom, nesse ponto é natural se perguntar: para qualquer poténcia de primo p™, existe um corpo de
cardinalidade p"? A resposta é sim, mas foge do escopo desse material.

2 Como construir corpos finitos uteis?

Para motivar essa parte, pensemos nos nimeros complexos. O que motivou os mateméticos a criar (ou
descobrir, vocé decide) e estudar o conjunto dos niimeros complexos C? Querfamos resolver 22+ 1 = 0, mas
nao existe tal ntmero real z. Teve-se entdo que pensar num corpo maior que R que contivesse uma raiz
desse polinémio! Esse é o espirito que motivara os corpos finitos que estudaremos agora.

Considere Z/3Z. Sabemos que 2 nao é residuo quadratico médulo 3, isto é, o polinémio 2 — 2 nio tem
raiz em Z/3Z. Assim, vamos definir o conjunto

Z)3Z]V2] = {a+bV2 : a,b € Z/3TL}.

Aqui nio devemos pensar em /2 como o nimero irracional 1,4142 ..., mas simplesmente como um novo
simbolo que elevado ao quadrado é 2. Munindo nosso novo conjunto com as operagoes de soma e produto
médulo 3, é facil provar que ele é um corpo. Mais do que isso, é um corpo com 9 elementos! Além disso, é
um corpo que contém uma raiz quadrada de 2 médulo 3.

Em geral, se (%) = —1, isto é, k nao é residuo quadratico médulo p primo, podemos definir

Z/pZINE) = {a + Wk : a,b € Z/pZL},

que se trata de um corpo de p? elementos. Observe que se (%) =1, entao Z/pZ[Vk] = Z./pZ.
Ao trabalhar nesse corpo de p? elementos, é 1til saber calcular ordens de elementos, mas nao estamos
mais em Z/pZ. Para fazer isso, utilizaremos o Teorema de Lagrange. Antes disso, um pouco de terminologia:

Defini¢ao 6. Um conjunto G munido com uma operacao binaria - é um grupo se
e (a-b)-c=a-(b-c) para todos a,b,c € G (associatividade);

e existe e € G tal que a-e =e-a = a para todo a € G (elemento neutro);

e para todo a € G, existe a=' € G tal que a-a~! =a~!-a = e (elemento inverso).

Observe que se F' é um corpo, entdao F* = F'\ {0} é um grupo. Definimos a ordem de um elemento
g € G como o menor natural d > 1 tal que g% = e. Se tal n nio existe, dizemos que ¢ tem ordem infinita.
Denotamos a ordem de g por ord g. E f4cil mostrar que se g" = e, entao ord g | n.

Para simplificar as contas, iremos supor a partir de agora que G é um grupo abeliano ou comutativo,
istoé,a-b=>b-aVa,bedG.

Vejamos agora uma generalizagao do Pequeno Teorema de Fermat:

Proposicio 3. Se G é um grupo finito, entio ¢!l = e Vg € G.

A prova é muito parecida com a do Pequeno Teorema de Fermat e fica como exercicio. E note que tal
resultado é de fato uma generalizacdo do PTF, pois no caso em que G = Z/pZ*, concluimos que a?~! =1
(mod p).

Teorema 2 (Teorema de Lagrange). Seja G um grupo finito e g € G, entao ord g divide |G|.
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A prova segue diretamente da Proposicao 3.

Agora voltamos aos corpos finitos. Se (%) = —1, entdo Z/pZ[\/a]* é um grupo multiplicativo com p? — 1

elementos. Assim, dado = # 0 em Z/pZ[+/a], temos que ord x | p> — 1.

Observagao 1. E possivel provar que existe (a menos de isomorfismo) apenas um corpo finito de p"
elementos, denotado por Fy». No caso especifico (e mais 1til para nés) em que n = 2, F,» contém raizes
quadradas de elementos de Z/pZ. Em geral, nao sabemos se um polinémio de grau 2 tem raiz em Z/pZ,
mas temos certeza que tem raiz em Isz.

3 Problemas

Problema 1 (China TST). A sequéncia (z,) é definida por 1 = 2, o = 12 e xy42 = 6241 — =, para
cada n > 1. Seja p um primo impar e ¢ um divisor primo de z,. Prove que se ¢ # 2,3, entao ¢ > 2p — 1.

Problema 2 (OBM 2017). Seja a um inteiro positivo e p um divisor primo de a® — 3a + 1, com p # 3.
Prove que p = £1 (mod 9).

Problema 3 (IMOSL 2003). Seja ap = 2 e a1 = 2a2 — 1. Prove que se um primo p divide a,, entdo
2n+3 ‘ p2 1.

Problema 4 (Teste de primalidade de Lucas-Lehmer). Defina a sequéncia de inteiros dada por zp = 4 e
Tiyl = a:? — 2. Dado m € N impar, mostre que n = 2™ — 1 é primo se, e somente se, 1 | Zp,—2.

Problema 5 (Vinganga Olimpica de Israel 2026). Seja n um inteiro positivo. Prove que qualquer primo
p > 2 que divide (2 +v/3)" + (2 — /3)" deve ser da forma p = 3k + 1 para algum inteiro k.



