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1 Sobre a infinitude dos niimeros primos

Nesta secao discutimos a existéncia de infinitos primos de uma certa forma e em seguida discutimos
como encontrar fatores primos em sequéncias de inteiros. Vamos comecar recordando o classico
resultado de Euclides sobre a existéncia de infinitos niimeros primos.

Teorema 1.1. (Euclides) Existem infinitos nimeros primos.

Prova. Suponha por absurdo que haja um nimero finito de primos e sejam p1, po, . .., pr todos os pri-
mos. Considere o nimero N = p1ps...pr + 1 e observe que, pelo teorema fundamental da aritmética,
N possui algum fator primo p;. Mas entao p; divide N — p1 - p2...pgx = 1, um absurdo. O

E se quisermos provar que existem infinitos primos de uma forma especifica como 4k+17 Podemos
adaptar a solugao acima e proceder da seguinte maneira.

Lema 1.2. Existem infinitos numeros primos da forma 4k + 1, com k € Z.

Prova. Suponha por absurdo que haja um nimero finito de primos e sejam p1,pa,...,pr todos os
primos congruentes a 1 médulo 4. Considere o nimero N = (pipa...px)? + 1. Sabemos que todo
nimero da forma z? + 1 com z > 1 possui um fator primo congruente a 1 médulo 4. Logo, N deve
possuir algum fator primo p;. Mas entdo p; divide N — (pip2 .. .pr)? = 1, um absurdo. ]

Sera que conseguimos seguir a mesma ideia de solucao para mostrar que existem infinitos primos
da forma ak + b com a e b inteiros fixados tais que mdc(a,b) = 1?7 Suponha que haja um nimero
finito de primos dessa forma, sendo p1,ps, ..., pg tais primos.

Em principio, podemos procurar um polindémio f(x) € Z[z] para o qual f(m) possua algum
fator da forma ak + b para todo m suficientemente grande. De fato, se existe tal f, considerando
N = f((p1p2 . ..pr)"), com ¢ suficientemente grande de modo que N > 1, a propriedade de f nos diz
que N deve possuir algum fator primo p;. Dessa forma, lembrando que z—y | f(z)— f(y), concluimos
que p; também divide f((pip2.. pr)Y) — f(0) = N — £(0) e entdo p; divide f(0). Isso em principio
nao necessariamente produz uma contradicgao.

Se encontrarmos f tal que f(0) = 1, resolvemos nosso problema. Uma outra opgao seria encon-
trar f tal que, para m suficientemente grande, todos os fatores primos de f(m) sejam congruentes
a b médulo a, a excecao possivelmente de uma quantidade finita de primos. De fato, tomando
my = (Ppips...pi)% em que P é o produto dos primos que sdo possiveis excecdes, observe que,
para ¢ suficientemente grande, os expoentes da fatoragdo em primos de f(my) estdo limitados pelo
expoente do termo independente f(0) (podemos supor f(0) # 0, tomando f irredutivel em Z[x]). Isso
significa que a sequéncia (ay) definida por ay = |f(my)| é limitada. Porém, para f nao constante e ¢

arbitrariamente grande, ela deveria explodir.
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O grande empecilho nessas tentativas de solucao é que em geral nao ¢é facil encontrar polindmios
com as propriedades desejadas. Porém, conseguimos fazer algo nessa linha para mostrar que existem
infinitos primos da forma nk + 1, em que n é um inteiro positivo fixado.

Lema 1.3. Sejan um inteiro positivo. Existem infinitos numeros primos da formank—+1, com k € 7Z.

Prova. Suponha que haja um nimero finito de primos congruentes a 1 médulo n e sejam p1,pa, ..., Pk
estes primos. Defina e defina a = (npips . .. px)’. Para definir o polinémio f, precisaremos recorrer aos
polinémios ciclotomicos. Seja ¢, (x) o n-ésimo polindomio ciclotémico. Vamos mostrar que ¢, (a) possui
um fator primo congruente a 1 médulo n. Isso produz a contradicao desejada, pois argumentando
como anteriormente, se ¢ é um fator de ¢,(a) congruente a 1 médulo n, teremos que ¢ | a e, como
a=a—0]|¢n(a) — ¢,(0), concluimos que ¢ | ¢,(0), porém sabemos que |¢p,(0)| = 1.

Na verdade, vamos mostrar algo mais forte: todo fator primo de ¢, (a) é congruente a 1 médulo n.
Observe primeiramente que podemos tomar ¢ suficientemente grande de modo que |¢p,(a)| > 1, para
garantir que ¢,(a) tem pelo menos um fator primo. Seja entdo ¢ um fator primo de ¢,(a). Sabemos
das propriedades de polinomios ciclotomicos que

Hgbd(x) =z" —1.

d|n

Em particular, para = a, temos que ¢q | a — 1 e entao, para mostrar que ¢ é congruente a 1 médulo
n, é suficiente verificar que ord,(a) = n, pois, como pelo teorema de Fermat temos a?~! =1 (mod q),
segue que ¢ =1 (mod n).

Suponha que ordy(a) = h # n. Como ¢ | " — 1, temos que h | n. Logo, a equagao anterior
implica que 2" — 1 = (2" — 1)¢,,(x)p(x) para algum polinémio p(z). Analisando médulo g, podemos
escrever 7" — a" = (2" — a?)¢,(z)p(x) (mod q). Pela fatoracio tnica em Z,, podemos cancelar um
fator (z — a) em ambos os lados, obtendo

" 204 a4 a = @ 2 e+ a4+ d g (2)p(x)  (mod g).

Fazendo = a e lembrando que ¢ | ¢,(a), conclufmos que na™ ! = 0 (mod ¢), um absurdo, pois
q|a™—1en]|a, de modo que mde(na™ !, q) = 1. Isso conclui a demonstracao. O

Observacgdo: pesquise sobre o teorema de Zsigmondy, pois tem relacdo com a prova acima.

Um modo alternativo e 1til de ver as ideias anteriores é que, para provar a existéncia de infinitos
primos de uma certa forma, em vez de supor por contradicao que ha uma quantidade finita de tais
primos, podemos tentar construir uma sequéncia (a,) tal que para cada a, existe um primo pj
congruente a b médulo a tal que p, | an € pp & {p1,...,Pn-1}, de modo que sempre produzimos um
primo novo da forma desejada ao definir o préximo termo da sequéncia. Um modo natural de construir
a sequéncia (a,) ¢ por meio de alguma recorréncia esperta do tipo an+1 = f(an). Por exemplo, na

demonstracio do Lemma 1.2, funcionaria considerar a recorréncia a, 1 = (a1 . ..a,)%+1, que equivale
3

aani1 =ad —a2+1, com a; =5 (verifique!).
Vamos agora enunciar o teorema de Dirichlet, provado em 1837. O teorema afirma que dados a, b
inteiros positivos com mdc(a, b) = 1, de fato existem infinitos primos da forma ak+b. A demonstragao

usual deste teorema utiliza varidveis complexas e nao serd abordada aqui.

Teorema 1.4. (Dirichlet) Sejam a e b inteiros positivos com mdc(a,b) = 1. Existem infinitos nimeros

primos da forma ak 4+ b, com k € 7Z.
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Um resultado relacionado a discusssao acima é chamado teorema de Schur, o qual é uma ferramenta

bastante 1til em problemas de teoria dos ntimeros.

Teorema 1.5. (Schur) Seja P(x) € Z[z] um polinémio ndo constante. Entdo o conjunto dos fatores

primos da sequéncia (a,), definida por a, = P(n) € infinito.

Prova. Suponha que exista apenas um nimero finito de primos que dividem algum termo da sequéncia
e sejam p1,pa,...,px tais primos. Se P(0) = 0, entdo n | P(n) e o resultado é trivial. Suponha
entdo P(0) = m # 0 e defina ny = (p1p2...px)", com £ > max{v,, (m),..., v, (m)}. Observe que
Vp, (an,) = vp,(m), 0 que implica que |a,,| < m, ja que os fatores primos de a,, pertencem ao conjunto
{p1,p2,...,pr}. Mas tomando ¢ arbitrariamente grande, como P é nao constante, |P(n,)| = |an,| fica

eventualmente maior que m, um absurdo. O

Um outro teorema relacionado é o teorema de Kobayashi. A prova original de Kobayashi usa
conceitos de geometria algébrica. Entretanto, hd uma outra solucao que utiliza o chamado teorema

de Thue.

Teorema 1.6. (Thue) Sejad > 3 e k € Z. Se f € um polinémio homogéneo irredutivel de grau d,

entdo existe uma quantidade finita de solugoes inteiras para a equagao f(x,y) = k.

A demonstragao usual do teorema de Thue utiliza teoria de aproximagoes diofantinas. Embora
ambas as demonstragoes fugam ao nosso escopo, com o teorema de Thue, a prova do teorema de
Kobayashi apresentada a seguir fica bem curta, usando uma ideia bastante interessante.

Teorema 1.7. (Kobayashi) Seja (xy,) uma sequéncia de inteiros positivos ilimitada cujo conjunto dos
divisores primos € finito. Entdo, para todo inteiro y # 0, o conjunto dos fatores primos da sequéncia
(xn, +y) € infinito.

Prova. Escreva a, = az® e a, +t = by3, com a,b livre de cubos. Se (ay) e (a, + t) possuem uma
quantidade finita de divisores primos, entdo ha uma quantidade finita de possibilidades para a e b, de
modo que ha uma quantidade finita de equacoes da forma by3 — az® = t. Mas entdo, pelo teorema de
Thue, temos uma quantidade finita de solugoes para essas equagoes e, em particular, uma quantidade
finita de possibilidades para x, o que contradiz o fato de (ay,) ser ilimitada. ]

Vamos finalizar com a prova de Erdés de que existem infinitos primos. Ela envolve uma ideia
semelhante a da prova anterior sobre olhar para a fatoragdo dos inteiros e separar um fator livre
de quadrados. Essa prova envolve em esséncia o conceito de densidade nos inteiros positivos cuja
ideia é mais ou menos a seguinte: dado um inteiro positivo M, tentamos estimar em fungdao de M
quantos nimeros do intervalo [1, M] satisfazem a propriedade desejada. Fazendo M indo para infinito,
podemos tentar entender se temos infinitos niimeros satisfazendo a propriedade desejada ou se existem
infinitos que nao satisfazem a propriedade desejada. Na secao 3, utilizaremos essa mesma ideia para

provar que a soma dos inversos dos primos diverge.

Segunda prova do Teorema 1.1. Suponha que a quantidade de primos seja finita e sejam p1, po, . . . , Pi-

2

Fixado um inteiro M, escreva cada inteiro m € [1, M] na forma m = ax*, com a livre de quadrados.

Observe que para a temos 2¥ possibilidades, pois cada p; pode aparecer ou nao na fatoracio dele. Por

outro lado, para z temos no maximo /M possibilidades. Dessa forma, concluimos que 28v/M > M,

22k

0 que equivale a > M. Mas como M é qualquer, tomando M > 2% temos um absurdo. O
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Exercicios

29

Problema 1. (OBM 2007 - N2) Mostre que existe um inteiro positivo a tal que possui pelo

menos 2007 fatores primos distintos.

Problema 2. (OBM 2016 - N2) Seja ap = a > 1 um inteiro e, para n > 0, defina a,11 = 2% — 1.
Mostre que o conjunto dos divisores primos dos termos da sequéncia a,, € infinito.

Problema 3. (IMO 2000) Existe um inteiro positivo n com exatamente 2000 fatores primos distintos
tal que n | 2" + 17

Problema 4. (IMO SL 2013) Prove que existem infinitos inteiros positivos n tais que o maior divisor
primo de n* +n? + 1 ¢ igual ao maior divisor primo de (n + 1)* + (n + 1)% + 1.

Problema 5. Sejam b1, bs, . .., by digitos. Mostre que existem infinitos primos que possuem um bloco

de digitos b1bs ... b, em sua representagao decimal.
Problema 6. Mostre que existem infinitos n € Z~¢ que nao sao da forma 3ab+ a + b, a,b € Z~y.

Problema 7. (IMO SL 2009) Seja f uma fungao nao-constante dos inteiros positivos nos inteiros
positivos tal que a — b divide f(a) — f(b) para quaisquer inteiros positivos a, b distintos. Prove que
existem infinitos nimeros primos p tais que p divide f(c) para algum inteiro positivo c.

Problema 8. (OIMU 2003) Prove que se P(z) é um polindémio nao constante com coeficientes inteiros,

entao existe n inteiro tal que P(n) tem mais de 2003 fatores primos distintos.

Problema 9. (Ibero 2019) Sejam ay, ag, . . ., a9 inteiros positivos e P um polindémio com coeficientes
inteiros tal que, para todo o inteiro positivo n, P(n) divide af + a + - - - + aky;9. Prove que P é um
polinémio constante.

Problema 10. (Ira 2011) Seja P(z) um polinémio nao nulo com coeficientes inteiros. Prove que
existem infinitos primos ¢ tais que ¢ divide 2" + P(n) para algum n natural.

Problema 11. (Bulgdria 2025) Seja P(x) um polinémio nao constante, monico, com coeficientes
inteiros, e seja ap,as,... uma sequéncia infinita de inteiros positivos. Prove que existem infinitos

numeros primos, cada um dos quais divide pelo menos um termo da sequéncia P(n)% + 1.

Problema 12. Seja k > 1 um inteiro. Mostre que a sequéncia a, = 1" 4+ 2" +. ..+ k™ possui infinitos

divisores primos.

Problema 13. (TST Ira 2024) Seja {a,} uma sequéncia de niimeros naturais tal que todo nimero
primo maior que 1402 divide algum termo da sequéncia. Prove que o conjunto dos divisores primos

dos termos da sequéncia {b,}, definida por b, = ajag - - a, — 1, é infinito.

Problema 14. (OBMU 2017) Fixados os inteiros positivos a e b, mostre que o conjunto dos divisores

primos dos termos da sequéncia a, = a - 2017" + b - 2016™ é infinito.
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Problema 15. (Ird 2016) Chamamos uma funcio g de especial se g(xz) = af® para todo x, em
que a é um inteiro positivo e f é um polinomio com coeficientes inteiros tal que f(n) > 0 para todo
inteiro positivo n. Uma fungao é chamada de polindmio exponencial se for obtida a partir da soma ou
do produto de funcoes especiais. Por exemplo, 2ege’+a—1 4 520§y polinémio exponencial. Prove
que nao existe um polindémio exponencial nao nulo f(z) e um polinémio nao constante P(z) com

coeficientes inteiros tais que P(n) | f(n) para todo inteiro positivo n.

Problema 16. (IMO SL 2019) Determine todas as fungoes f : Z~g — Zs¢ tais que a + f(b) divide
a® + bf(a) para quaisquer a,b € Z~o com a + b > 2019.

Problema 17. (IMO SL 2011) Sejam P(x) e Q(x) dois polinémios com coeficientes inteiros, tais
que nenhum polinémio nao constante com coeficientes racionais divide simultaneamente P(z) e Q(x).
Suponha que, para todo inteiro positivo n, os inteiros P(n) e Q(n) sejam positivos, e que 29 — 1
divida 37" — 1. Prove que Q(z) é um polinémio constante.

Problema 18. (Ird 2022) Determine todas as fungoes f : N — N tais que para quaisquer inteiros
a,b > 0 tenhamos que f(b) + f*(a) divide 2(f(ab)+b?—1), em que f™(m) é a composicio de fungdes.

Problema 19. (IMO 2025) Uma funcio f: Zso — Zso é chamada bonza se f(a) divides b® — f(b)7(@
para todos os inteiros positivos a e b. Determine a menor constante real ¢ tal que f(n) < cn para
tada funcao bonza f e todo inteiro positivo n.

2 Sobre a distribuicao dos niimeros primos

Nesta secao vamos apresentar demonstracoes para o postulado de Bertrand e para provar o teorema
de Chebyshev. A prova do postulado de Bertrand apresentada é devida a Erdds e os dois lemas
utilizados também servem para provar o teorema de Chebyshev.

No que segue, todos os logaritmos sao na base natural. Sabendo da existéncia de infinitos niimeros
primos, torna-se natural procurar entender a respeito da distribuicdo dos primos nos inteiros positivos.
Mais precisamente, dado um inteiro positivo n, definindo m(n) como a quantidade de nimeros primos
no conjunto [n] = {1,2,3,...,n}, seria interessante entender o comportamento assintético desta

funcdo. O teorema de Chebyshev responde essa pergunta, provando que 7(n) = @(%).

Teorema 2.1. (Chebyshev) Existem constantes positivas ¢ < C' tais que para todo x > 2 vale

X

<m(x)<C

cloga: logz’

Outra pergunta bastante natural é a respeito do comportamento da quantidade de niimeros primos
em um certo intervalo [f(n),g(n)]. Por exemplo, como consequéncia do teorema de Chebyshev,
podemos facilmente concluir que a quantidade de primos no intervalo [n, an], com a > 1 é pelo menos

an n

w(an) —w(n) >

- clog(an) B logn - (Ca —C+ 0(1))

logn’

Logo, quando a > C/¢, conseguimos muitos primos em intervalos da forma [n,an] para n suficiente-

mente grande. Na demonstracao apresentada, teremos C = 5log2 e ¢ = 1052, o que implica a > 10.

Mas para valores menores de a, em principio sequer sabemos se podemos garantir a existéncia um

primo no intervalo para n grande. O postulado de Bertrand responde essa pergunta quando a = 2.
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Teorema 2.2. (Postulado de Bertrand) Seja n wm inteiro positivo. Eziste um primo p € [n,2n].

Antes de provar os Teoremas 2.1 e 2.2, vamos enunciar as duas afirmacoes que sao necessarias
para prova-los.

Afirmacgao 2.3. Sejam n € Z~q e p um numero primo. Seja 0, o inteiro tal que pPr < 2n < pfrtl,

Entao
2n
Vp << " >) < 0.

Em particular, se p > \/2n, entdo o expoente de p em (277:) é 1. Além disso, se 2?” <p<n, entao p
nao divide (277)

Prova. Observe que

" <<2:>> — uy((2)1) — 2, (n!) = é (B"J 2 UJD <6,

pois cada parcela ¢ sempre 0 ou 1. Se p > v/2n, temos que ¢, = 1 e o resultado segue. Além disso, se
%" < p < n, é ficil ver que todas as parcelas sdo 0 e entao p nao divide (2;:) ]

Afirmacgao 2.4. Para todo inteiro positivo n, temos

H p < 4™

psn
p primo
Prova. A prova segue por indugdo em n. Para n pequeno o resultado é claro. Suponha valido para

todo k < n. Se n é par, temos que

H p= H p <4t <qn,

psn p<n—1
p primo p primo

Suponha entao n impar e seja n = 2m + 1. Observe que

o= r I s (3])) oz

p<n p<m+1 m+2<p<2m+1
p primo p primo p primo

A primeira desigualdade segue da hipétese de inducao e do fato de todos os primos p entre m+2 e 2m+1

2m+1). A cota no binomial segue de Z?;"frl (mel) = 22m+l ¢ de (2m+1) = (2m+1). O

dividirem (37, i m+1 m

Com esses dois resultados em maos, podemos provar os Teoremas 2.1 e 2.2. Ressaltamos que a
prova do teorema de Bertrand apresentada é devida a Paul Erdos.

Prova do Teorema 2.2. Suponha que exista n > 2 para o qual ndo hd primos no intervalo [n,2n].
Pelas Afirmagoes 2.3 e 2.4, junto com o fato de que até v/2n temos no méximo v/2n/2 — 1 primos e
que p?» < 2n, temos que

()< Tt T1 o= ILov T e o

p<V2n V2n<p< 27" p<V2n P< 27"
p primo p primo p primo p primo
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Por outro lado, pela relagao de Stifel, temos que

2 om—1 on—1 2 92n—1
n(n>:n<n >+n<n >>(1+1)2n_1<:> <n>> .
n n n—1 n n

Concluimos entao que

2n—1
2 < (Qn)\/%/Q—l L 42n/3 s 92n/3 (2n) n/2

n

Tomando logaritmo na base 2, ficamos com a desigualdade 2v/2n < 3logy(n) + 3, que é falsa para
todo n > 50. Portanto, para finalizar, basta verificar até 2 - 50 = 100 e nao é dificil observar que os
primos 2,5,11,23,47,79,101 cobrem todos os intervalos da forma [n,2n] com 1 < n < 50. O

Agora vejamos a demonstragao do teorema de Chebyshev.

Prova do Teorema 2.1. Basta mostrar uma cota inferior do tipo

X

m(z) >

- Clogm

x
€ log z

para x = 2n, pois m(2n — 1) = 7(2n) é crescente para x > 3. Vamos cotar a quantidade de

ndmero primos menores ou iguais a 2n pelos primos que dividem (2:) Pela Afirmagao 2.3, temos que

2n 0 log (") _ nlog?2
< n > pl;[n P (2n) = m(2n) log(2n) = log(2n)’ (1)
p primo

em que a ultima desigualdade segue de (27?) = (8)2 +...+ (")2 >+ + () =2m
Portanto, concluimos que

nlog 2 log2 =
> = Z .
m(2n) log(2n) (@) 2 logzx

Resta provarmos a cota superior. Veja que também temos

(=) = () < () e () -2

Portanto, em particular, o produto dos primos entre n e 2n é menor que 22" e entdo

2nlog2
n7r(2n)*7T(n) < H p<22n — 7_‘_(2”)_7[_(”) < nlog :
logn
n<p<2n
p primo
o que implica, por indugao, que
5.2k
2k+1 < =
n(@ 1) < 2
Finalmente, se 2% < < 28! temos que
m(z) < w28 < 52" < 5log2— O
h ST SU08 logz”
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Para concluir esta secao, apresentamos o celebrado teorema dos niimeros primos, provado indepen-
dentemente por Jacques Hadamard e Charles Jean de la Vallée Poussin, em 1896. Sua demonstracao

usual também utiliza varidveis complexas e nao serd apresentada aqui.
Teorema 2.5. (Teorema dos Nimeros Primos) Tem-se que

tim
z—oo z/ log x

Em outras palavras, para todo ¢ > 0, existe ng > 0 tal que se n > ng, entao

(1-2)—— < m(n) < (1+e)

logn logn’

n
logn

Para finalizar, apresentamos a demonstracao de Paul Erdos de que a soma dos inversos dos primos

Em particular, para todo n > ng, temos 6(

) primos no intervalo [n, (1 + d)n], com ¢ > 0 fixado.

diverge. O argumento segue por contradi¢dao, por meio de uma contagem esperta, envolvendo a ideia
de densidade nos inteiros como citado anteriormente.

Teorema 2.6. A série

diverge.
Prova. Suponha que a série converge. Entao existe N > 0 tal que
> <3

p 2

p=N
p primo

Considere a parti¢do dos naturais N= AU B, em que B=N\ A e
A ={n € N | todos os fatores primos de n sao menores que N }.

Sendo M € N e n < M, note que o expoente de um fator primo na fatoragdo de n é no maximo

%. Portanto, a quantidade de inteiros positivos que utilizam apenas fatores menores que N é
log M\ 7(N)
Aninl < (1+722) "
log 2

Por outro lado, todo elemento de B possui um fator primo maior ou igual a N e entao

BALM]< Y <M > ;<A24.

p=N p=N
p primo p primo
log M\ (V) B
Dessa forma, temos que M = |[AN[1, M]|+ |[BN 1, M]| < (1 + Toa2 > + - © entao
0g

M log M\ 7(N)

2 (1 ) ,

2 ( + log 2
que é claramente absurdo para M suficientemente grande. O
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Exercicios

Problema 20. (IMC 2012) O conjunto dos inteiros positivos n tais que n!+ 1 divide (2012n)! é finito

ou infinito?

Problema 21. (IMO SL 2007) Encontre todas as fungoes sobrejetivas f : N — N tais que, para
quaisquer m,n € N e para todo primo p, o nimero f(m + n) é divisivel por p se, e somente se,
f(m) + f(n) é divisivel por p.

Problema 22. (India TST 2019) Seja n > 2 um inteiro. Resolva nos reais o sistema

la1 — az| = 2|ag — a3| = 3laz — a4| = -+ - = n|a, — a1].

Problema 23. (CIIM 2017) Seja S um conjunto de inteiros. Dado um ndmero real positivo r, dizemos
<r,existea € S

m—n
m-+n

e k > 1 tal que a* divide m mas néo divide n, ou ¢* divide n mas nao divide m.

que S é r-discernidor se, para todo par de inteiros distintos m,n > 1 tais que

1. Mostre que, para todo r > 0, todo conjunto r-discernidor contém um nimero infinito de primos.

2. Para todo r > 0, determine a maxima cardinalidade possivel de P\ S, onde P é o conjunto dos

primos e S C P é um conjunto r-discernidor.

Problema 24. Sejam k e n inteiros positivos com n > 2¥. Demonstrar que os k primeiros nimeros

que sao maiores do que n e primos relativos com n! sdo primos.
Problema 25. (Olimphiada 2024) Determine inteiros positivos m,n tais que mmec(1,2,...,n) = m!.
Problema 26. (Sylvester-Schur) Sejam n, k € Z~, n > 2k. Entao (Z) tem um fator primo p > k.

Problema 27. (Erdds-Palify) Sejam a e b inteiros positivos tais que quando os dividimos por qualquer
primo p, o resto de a é sempre menor ou igual ao resto de b. Prove que a = b.

Problema 28. Sejam (p,) a sequéncia dos primos. Prove que (1 — p%) (1 — p%) (1-— p%) ...=0.

Problema 29. Denote por p,, o n-ésimo ntimero primo em ordem crescente. Prove que a sequéncia

(| A\pn]}) possui infinitos divisores primos, em que A € R+ .

Problema 30. (Rioplatense 1999) Sejam pi,pa,...,pr k nimeros primos distintos. Consideramos
todos os inteiros positivos que utilizam apenas esses primos (nao necessariamente todos) em sua
fatoracdo em primos e organizamos esses numeros em ordem crescente, formando uma sequéncia
infinita a1 < ag < --- < a, < ---. Prove que, para todo nimero ¢, existe um n tal que a,4+1 —a, > c.

Problema 31. (CIIM 2024) Dado um inteiro positivo n, seja ¢(n) o nimero de inteiros positivos
menores ou iguais a n que sao relativamente primos com n. Determine todos os inteiros positivos k

para os quais existem inteiros positivos 1 < a1 < ag < --- < a tais que

+ =t
ay a2 ag

V@Ll) p(az) WJ = 2024.
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