Algebra: solucoes

Carlos Shine

1. Seja
T =2+ 1
3+ 1
4+ B 1
2026
Entao queremos calcular
1 1 1 rz—1 1+ (x—1
z 1 r x—-1+1 x
+
r—1
2. Observando que z # y e m_P_ m—p7
n q n—q
2 2 2 2
zZ—x Tz — z—x°—zx + Zly—x)+(y+o -
y _ ¥y y._2y—r)+ o)y ):x+y+L
1—=x 1—y l—x—-1+y Yy—
3. Sejam x = a — b, y = b — c e, consequentemente, ¢c —a = —x — y. Entao queremos calcular
1 1 1
F=—+—-4+———.
2T Fa e

Poderiamos abrir toda a conta, mas é mais vantagem fazer isso aos poucos:

(z +y)%° + (@ +y)%2° + 2% (2 +y?)(2® +1° + 22y) + (zy)?

b= (wylo +9)? (wy(o + 9)?
_ @ +y?)? 42 + )y + (2y)® <az2 +y° + xy>2
(zy(z +y))? wy(x+y) )7
22 +y2 + zy

que é o quadrado do racional
zy(z +y)

4. Somando 1 a todas as fragoes, obtemos

r+y+z+t x+yt+z+t rzH+yt+z+t c+yt+z+t
y+z+t z4+t+x t+xz+y rt+yt+z

Assim, ou z+y+ 2+t =0, para o qual a expressao dada éigual a4-(—1) = —4,oux =y =2z =,
para o qual a expressao dada é igual a 4-1 = 4.

5. Fatorando obtemos
\/3:2—1— $/aty? + \/yQ + \3/x2y4 — \/x2+x4/3y2/3+ \/yQ + 22/3y4/3
_ \/z4/3(z2/3 +y2/3) + \/y4/3(:172/3 + y2/3)

_ (1:2/3+y2/3)1/2(x2/3+y2/3)
_ (x2/3 +y2/3)3/2.




Logo
(@23 4 2332 = g = 223 4 423 = 213,

(a) P42t +1 = +at+ 2 -3 +1 = 22 (2% 4o+ 1) — (2 - 1) (2% +2+1) = (22 42+ 1) (23 -2 +1).

(b) Sendoxz =a—-bey=b—c,c—a=—x—y, de modo que (a —b)>+ (b—c)® + (c —a)® =
4y} —(z+y)®=-3zy(x+y) =3(a—b)(b—c)(c—a).

(c) ab(a® — b2) + be(b? — ¢?) + ca(c® — a?) = ab(a® — b?) + be(b? — ¢2) — ca(a® — b* + b* — %) =
(a®> — b*)(ab — ca) + (b* — c)(bc — ca) = a(a —b)(a +b)(b—c) +c(b—c)(b+c)(b—a) =
(a—b)(b—c)(a?+ab—bc—c?) = (a—b)(b—c)(b(a—c)+(a—c)(a+c)) = (a—b)(b—c)(a—c)(a+b+c).

(d) Sendo (a +b)? = a® + b + 3ab(a + b) <= a® + b3 = (a +b)* — 3ab(a +b),

a® + b + ¢ — 3abc = (a + b)® + ¢* — 3ab(a + b) — 3abc
=(a+b+c)((a+b)? = (a+b)c+c?) —3abla+b+c)
=(a+b+c)(a® +b*+c? —ab—bc — ca).

(e) z*+4y* = 2 +4a2y? + 4yt —42%y? = (2% +2y°) — (22y)? = (2% + 2y +22y) (22 + 2y — 22y) =
(( +y)2+y2)(( v)? +y%)

(f) Seja x = a®. Entdo a expressio é

—2% 4200 + A — (® — ¢ ) —(@2 = (b=’ + b+ )P+ (b—c)*(b+c)?)
~(@ = (b=~ (b+c)?)
—(a® = (b=¢)*)(a® = (b+)?)
—(a=b+c)la+b—c)la+b+c)la—b—c)
= (a+b+c)(fa+b+c)(afb+c)(a+bfc)

(g) O segredo é fatorar aos poucos: sendo 2(a? + b?) — (a + b)? = (a — b)?,
2zt +yt + 2t +wh) — (2% + 2 + 22+ w?)? 4 Sxyzw
=22 4y + 2 Fwt) — (2% +y?)? = 2(2® + ) (22 + w?) — (2% +w?)? + Szyzw

= (2% —y°) 2 4 (22 —w?)? = 2(2? — 9 + 207 (2% + w?) + Szyzw

= (22 —yH)? + (22 —w?)? = 2(2? — ) (2* + w?) — 4% (2 + w?) + Szyzw

= (22 — )% + (22 —w?)? = 2(2? — 1) (2% — w?) — 4% (2* + w?) — 4(2? — yH)w? + Szyzw
= (2? — y — 22 w?)? — 4y?2? — 42%w? + Saxyzw

= (2% —y? = 2%+ w?)? — (22w — 2yz)?

(foy — 22 w? = 20w+ 2y2) (2% — y* — 2% + w? + 20w — 2y2)

— (@ wP = (y— 2@+ w)? — (g +2)?)

— @yt )z by — 2 —w)z—y— 2+ w)E -y —w)

7. Note que n? +324 =n? +4-3' = ((n+3)? + 9)((n — 3)% + 9). Assim,

(10* + 324)(22% + 324)(34% 4 324) (46" + 324) (58" + 324)
(44 + 324) (16 + 324) (284 + 324)(40* + 324)(52% + 324)

é igual a
(72 4+ 9)(13% +9)(192 + 9)(25% + 9)(312 + 9) (372 + 9)(43% + 9)(49% + 9)(55% + 9)(612 + 9)
(124 9)(72 +9)(132 + 9)(19% 4 9)(252 + 9)(312 4+ 9)(372 + 9)(432 + 9)(492 + 9)(552 +9)

Simplificando e observando que 612 + 9 = (60 + 1)2 + 9 = 60% + 2 - 60 + 10, obtemos

602 4+ 260 + 10

=6- 1241 = .
0 6-60+ 12 + 373



8.

9.

10.

11.

12.

Supondo, é claro, a,b, c,a + b+ ¢ nao nulos,
1+1+}: 1 — a+b:7a+b+c—c
a b ¢ a+b+ec ab cla+b+c)
<~ (a+b)(cla+b+c))=—(a+Db)ab
< (a+b)(ab+ac+bc+c?) =0
< (a+b)(b+c)(c+a)=0,

ou seja, a = —b ou b = —c ou ¢ = —a. Elevando a qualquer impar m, obtemos ainda a™ = —b™
ou b™ = —c™ ou ¢™ = —a™, e podemos reverter todas as contas até obter
1 1 1 1

a}m+ﬁ+cimiam+bm+cm'

1
(a) .’E272:t2+t*2

(b) Elevando ao quadrado, temos

1
ai+1=ai+a—2+2>ai+2,

n

1080 1996 > a2 + 2 - 1996 > 3992 > 3969 = 632.

2a 20 2c 2b 2c 2a
T 1 =—,1 =—1 = l-m=——1-n=——el—p= .
emos L+m a+b’ tn b+c’ TP c—l—a’e m= ey " b+ce P=
Assim, ambas as expressoes sao iguais a
8abc
(a+b)(b+c)c+a)

Desenvolvendo a identidade anterior, obtemos

1+m+n+p+mn+np+pm+mnp=1—-m—-n—p+mn+np+pm—mnp < m-+n-+p=mnp.

Com isso, se mnp = (a = b)(b—c)(c—a) *ientéom+n+ = —, ou seja
’ P=larbbro(cta) 11 L TR

o o bope Jlfemb g bme g eme o)l

a+b b+c c+a 2\a+b b+c c+a T 2\11 11

Fazendo y = x + 1, para se livrar do denominador “feio” (x + 1)2, temos

(y—1)°

(y - 1)2 + y2

9 1 1 5 1 1
=3 =y -2y+1+1-2--"+5=3 = y+5-2(y+-|-1=0
y oy Y Y

1 1
Sendoz:y+7,y2+—2:zzfQ,etemos
Y Y

22-92-2,—-1=0 < z=-1ouz=3.

1
Agora, y + — = —1 nao tem solugdo real, e
Y
1 3E£V5
y+-=3 &< y= \[,
Y 2
[ 1+ .
oquenosdirz=y—1= 5 Ou seja,
V_{1+\/5 1—\/5}
B 2 72 '



13.

14.

15.

1 1

Sejam A= /z—=e B =4/1—=. Assim, A+ B=xze A2—B? =1 —1. Com isso, A— B =
x x

A2 -B? -1 1

= =1--.
A+ B T T

Logo24=(A+B)+(A-B)=2+1-1=42+1 = A?-2A+41=0 <= A= 1. Portanto

14+5 _1-V5

——=1 << z=
T - T 5 ouz 5
1—
Note que <0ex=A+ B é a soma de duas raizes quadradas, de modo que x > 0. Logo
1-v5 -
= nao é solugao.
1 5 1
Se x = +2f, sabemos que 2 =z +1 <= ~ =2 —1 >0, logo

X
-1 /1 1 1 2
X X X X X

ouseja,V{1+\/5}.
2
r—a—b x—-b—c xT—c—a r—a—b—c x—a—-b—c x—a—-b-—c
+ =3 — + =0
c a b c a b
1 1 1
— (r—a—-b—-c)|-+-+-]=0
(r—a c)(a—l—b—i—C)

1 1 1 1 1 1
Assim, se —+ -+ — #0temos V={a+b+c}ese —+ -+ - =0 temos V =R.
a b ¢ a b c

Parece inusitado, mas é melhor isolar o 5: sendo x > 0,
5—a2%)2=5+z 52— (222 +1)5+ 2 —2 =0
5—Vh+z=21> < ( )2 — ( 2)
5—x2>0 z© <5h

O discriminante da “equagao” do segundo grau é (222 +1)? —4(z? —2) = 422 + 4z +1 = 2z +1)%
Sorte grande! Desse modo,

5=z’+z+1loub=z%—=z

x2§5

5

2024+ 142z +1 222 4+1—-22—1
— oub=
2 2 <:>{
x2§5

Como 5 = 22 — x < 22, com igualdade s6 com = = 0, que ndo é vidvel, temos

—-1£+v21

PHr—4=0 < z= 5

1+\/ﬁ}

SendoxEO,V:{ 5

Outra solucdo é fazer y = /5 +x. Assim, 22 =5 —y e y?> = 5 + 2. Subtraindo temos z? — 2 =
—x—y <= z+y=0o0ux—y=—1. O primeiro caso é impossivel pois x,y > 0 e nao é possivel
ter x =y =0. Assim, 22 =5 — (z+1) <= 22+ 2 —4 =0, e terminamos do mesmo jeito.



16. (a)

2 2
b2 —be+c*  a? 3 » e )
. er—i—c 1 T i T i +(a+b+c)
c be
B bQ—bc—l—cQ_'_ a? 2ab+) tlatbe)?
N a b+ec b+c a+b+
b b? — b 2a(b
O OW—be )o@ =3 2b40) |
a(b+c) “at+b+e
2(a® + b + ¢ — 3ab
_ a4t ac)+(a+b—|—c)2
a+b+c
:2(a—|—b+c)(a2+b2+c2—ab—bc—ca)+(a+b+c)2
a+b+c

= 2a® + 2b% + 2¢% — 2ab — 2bc — 2ca + a® + b + 2 + 2ab + 2bc + 2ca
=3(a® +b* +2).

(b) O numerador é

B2—c?2 2—a? a?-b?

a b c
= Q0RO | gy e gy 2Dy
:%(b+c+a)+“a(c+a+b)+ Lla+bo)

—(a+b+o) a—b+b—c+c—a
—\@ € c a b

Com isso, a fragdo é igual a a + b+ c.
(¢) Tirando o minimo obtemos (a — b)(b — ¢)(c — a), e o numerador, usando novamente b — a =
—(c=b+a—c),
a(a+b)(a+c)(c—b) +b2(b+a)(b+c)(a—c)+ (c+a)(c+b)(b—a)
)(@®(a+b) = c*(b+0)) + (b+c)(a— ) (B (a+b) — c*(a+c))
—b)(a® = +b(a®> =)+ (b+c)(a—c) (b = +ad® - ?))
—b)(a—c)(a* +ac+c* +ab+bc)+ (b+c)(a—c)(b—c)(b* +bc+ c* + ab+ ca)
c—a)((a+c)a®+c+ab+be+ca) — (b+c)(b* + ¢ + ab + be + ca))
c—a)(a® +a*c+ Fa —b> —b*c — b+ (ab+ be + ca)(a — b))
(b—c)(c—a)(a® 4+ b* 4 ab + ac + be + ¢ + ab + be + ca)
(b—c)(c—a)a+b+e)?,

)(
(
(
(
(
(

e a fracdo é igual a (a + b+ c).
(d) J4 fatoramos o denominador! (Veja o problema 6.f). Assim, cortamos a+b+cea+b—ce

sobra
a—>b

(—a+b+c)la—b+c)
(e) Sabemos (problema 6.b) que (a —b)3+(b—c)®+ (c—a)? = 3(a—b)(b—c)(c—a), mas podemos
também usar esse mesmo problema trocando a, b, ¢ pelo seus quadrados! Assim,
(a2 _ b2)3 + (b2 _ 02)3 + (02 _ a2)3 B 3((12 _ b2)(b2 _ 02)(02 _ a2)
(a—bB3+(b—cB+(c—a)®  3la—-b)(b—c)(c—a)

=(a+b)(b+c)(c+ a).



17. Primeiro abrimos o segundo fator: lembrando que x +y + z = 0,

z T y  —xT—y x Y

T—y yYy—z zZz—x x—y y—z z-—z

( 1 1 ) ( 1 1 )
T - +y -
y—z T—y z2—x Ty

rT+z—2 20—y —z
Y Ty Y

I TR [ B ey pramyyy

Y= 2w (@)
-2@-y T E-o)@-y

_ 3xy< 11 )_ 3zy(x +y — 22)

r-—y\z—z Y-z (z—y)(y—2)(z — =)

9xyz
(@—y)ly—2)(z—=2)

O primeiro fator na verdade é praticamente a mesma conta: sendop=y—z2,q=z—xer =x—y,
p+q+r=0,p—q=ax+y—2z2=-32,q—-r=y+z—-2r=-3rer—p=x+z—2y=-3y.
Com isso, o primeiro fator é

e 2e-yp-2e-2) (- -2
(p—a)g—r)(r—p) —27xyz —zyz ’
e o produto pedido é
B Izyz -yl —2)-2)
(@ —y)y—2)(z— ) —zyz '

18. Se Pi(x) e Py(z) satisfazem a equagao, entao mP;(z) + nPy(z) também satisfaz. Basta entao
checar para P(z) = 22 e P(x) = z*.

Para P(x) = 22, lembrando que ab + bc + ca = 0,
(a =)+ (b—c)*+(c—a)* =24+ 20> + 2¢* — 2(ab + bc + ca)
=2(a® +b? + ¢?) = 2(a® + b* + % + 2ab + 2bc + 2ca)
=2(a+b+c)

Para P(x) = 2*, vocé pode abrir a conta toda. Mas como j4 sabemos que a identidade é verdadeira

2
para x°,

4(a+b+e)
= (2(a+b+0)*)? = ((a =)+ (b—c)* + (c—a)?)?
=(a=b*+0b-—c)t+(c—a)* +2((a—b)2*b-0c)* + (a—b)*(c—a)>+ (b—c)* (c—a)?).
Agora,
0% = ((a—b)+(b—c)+(c—a))? = (a—b)*+(b—c)*+(c—a)*+2((a—b) (b—c)+(b—c)(c—a)+(c—a)(a—D)),

logo
2((a—b)(b—c)+ (b—c)(c—a)+ (c—a)(a—b)) = —2(a+ b+ c)?,

ou seja,
(a=b)b—c)+(b-c)(c—a)+(c—a)(a—b) = —(a+b+c)



19.

20.

Elevando ao quadrado,
(@a=b)b=c)+(b—c)c—a)+(c—a)a=b)*=(a+b+e)".

Ao elevar o primeiro membro ao quadrado, os termos 2zy sdo da forma 2(a —b)(b — ¢)(c — a)t, em
que t € {a—b,b—c,c—a}. Ao somar esses termos, vai somar zero e cortar. Logo

((@a=0)(b—c)*+((b—c)(c—a))®*+ ((c—a)(a—b))? = (a+b+c)*
Substituindo 14 em cima temos
Ya+b+e)=(@=br+b—0c)*+(c—a)* +2a+b+c),
que nos da a identidade desejada.

Sendo a +b+c =0,
a4+ 0>+ =0a®+0%— (a+b)° = —3ab(a +b).
Vamos para a* 4 b* + ¢*. D4 para abrir direto, mas vamos calcular a? 4 b + ¢ primeiro:
a® + b2+ =a? + b+ (—a—b)? =2(a® + b + ab).
Elevando ao quadrado,

a® +b* + 4+ 2(a?b? + b2 + 2a?) = 4(a® + V* + ab)?.

Mas
a’b? + b2c* 4 c*a® = a®b® + P (a® + %) = a*b* + (a + b)*(a® + b?)
= (a* 4+ b*)(a® + b* + 2ab) + (ab)?
= (a® +b*)* +2(a® + b*)ab + (ab)?® = (a® + b* + ab)>.
Portanto

at + 01+t +2(a® + 02 + ab)? = 4(a® + 02 + ab)? = o’ + b + ¢t = 2(a® + b + ab)?.

Para a®+b°+c®, ha vérios caminhos. Vamos simplesmente abrir ¢® = —(a+b)°> = —(a+b)?(a+0b)3.
Fazendo a conta vocé obtém (a + b)°® = a® + 5a*b + 10a3b? + 10a?b® + 5ab* + b° (se vocé conhece
o bindémio de Newton vocé consegue chegar direto nessa conta). Assim,

a®+b°+c° = —5ab(a®+b* +2ab(a+b)) = —5ab(a+b)(a* —ab+b*+2ab) = —5ab(a+b)(a*+b*+ab).

A{ é s6 substituir:

(@® +6° + ) (a* + b + ) (=3abla+0))*-2(a* +b* +ab)*> 18
(a® 4+ b% 4 ¢P)? ~ (—babla +b)(a% + b2 +ab)?) 25

Completando os cubos, temos (a — 1) +2(a—1)=-2e (b—1)>+2(b—1)=2. Sendoz =a — 1
ey =>b—1, somando temos

Py 24y =0 <= (z+y)(x? —zy+y*+2)=0.

Como 22 —zy+y?+2 = i((w—Qy)2+3m2)+2 >0, x+y =0,ouseja,a—1+b—1=0 <= a+b=2.



21. Por enquanto, sejam z = (bc —a?)™L, y = (ca —b?)"t e 2 = (ab—c*)7L. Assim,z+y+z2z=0¢e
queremos calcular ax? + by? + c22.

Parece loucura, mas vale a pena fazer
2,72, 2 _ 2 2 2 _ 2 2 2
az”+by“+cz® = a(—y—2z2) " +b(—z—x)*+c(—z—y)* = (b+c)x“+(cta)y”+(a+b)z°+2ayz+2bzx+2cxy.
Para fatorar um pouco mais, some ax? + by? + cz? dos dois lados:
2(ax? + by? + c2®) = (a + b+ ¢)(x? + y* + 2°) + 2(ayz + bzx + cay).
S6 mais uma conta: como r +y + z = 0, 22 + y? + 22 = —2yz — 2zx — 2zy, e obtemos
ax? +by* +cz? = ayz +bzr +cxy — (a+b+c)(yz +zx +xy) = —(b+c)yz — (c+a)zx — (a+b)zy.

Tirando o minimo, obtemos

(b+c)(be —a®) + (c+a)(ca — b?) + (a + b)(ab — c?)
(be — a?)(ca — b2)(ab — ¢?) ’

b+ c)yz+ (c+a)zz + (a+ b)ay =

e abrindo a conta fica facil de ver que o numerador é zero, ja que (b+c)(bc—a?) = b?c+bc*—a?b—a’c,
e aparecem dois de cada um dos termos a®b e andlogos, um com o sinal de mais e outro com o
sinal de menos.

22. O denominador tem grau maior do que o numerador, entdo é mais interessante tentar fatorar o
denominador primeiro. Vai que aparece o numerador como fator direto.

be(y —2)2 + ca(z — )2 + ab(z — y)? = a(b+ c)2® + b(c + a)y® + c(a + b)2? — 2(abxy + beyz + cazz).
Agora, (ax + by + cz)? =0 <= —2(abwy + beyz + cazzw) = a®x? + b%y? + c*22. Logo

be(y — 2)% + ca(z — 2)* + ab(z — y)? = a(b+ )z + b(c + a)y® + c(a + b) 22 + a®z? + b?y? + ?2°
=ala+b+c)x? +bla+b+c)y® +cla+b+c)z?
= (a4 b+ c)(az® + by? + c2?).

Sorte grande! O numerador era exatamente um dos fatores! Logo

ax? + by? + cz? 1

be(y — 2)2 +ca(z —x)2 +ab(zx —y)2  a+b+c

23. Temos AB = (a+b)? — (c+d)? e A2 + B2 =2(a +b)? +2(c + d)? (imaginez =a+bey=c+d
para enxergar essas contas), logo usando (m + n)* = m* + n? + 4mn(m? + n?) + 6m?n? (abra
(m +n)* = ((m+n)?)? ou use o binomio de Newton),

AB(A? + B%) =2((a + b)* — (c+d)*)
2(a* + b* + 4ab(a® + b*) + 6ab* — ¢* — d* — 4dcd(c? + d*) — 6c%d?)
2

(a* +b* — * — d* + 6a%b% — 62d?).

A conta com C' =a+ (=b)+c+ (—d) e D =a+ (—=b) — ¢ — (—d) troca b por —b e d por —d, e o
resultado vai ser o mesmo (os termos que cancelam ficam com os sinais opostos)! Logo

AB(A? + B%) = CD(C? + D?).



24. Temos
(a+b)(b+c)(c+ a) = a®b+ a’c + b*a + b*c + c*a + b + 2abe.

Podemos obter a?b + a%c + b%a + b%c + c?a + ¢*b multiplicando a + b + ¢ por a? + b% + ¢2 ou por
ab + bc + ca (sobrando alguns termos):

a’btact+bia+b’c+ctatc?b = (at+b+c)(a® +b2+c)—(a® +b2+¢) = (a+b+c)(ab+be+ca)—3abe.
Com isso,
(a+b)(b+c)(c+a) = (a+b+c)(a® +b*+c*) — (a® +b° + ) +2abe = (a+b+c)(ab+be+ ca) — abe.
Olha s6! Apareceu a3 + b3 + ¢®. Assim,
(a+b)(b+c)(c+a)+a®+b>+c =(a+b+c)(a® +b* + ¢?) + 2abe.
Somando 2(a +b)(c+ a)(b+ ¢) = 2(a + b+ ¢)(ab + be + ca) — 2abc para cortar 2abe, obtemos
3la+b)b+c)(ct+a)+a® + b2+ =(a+b+c)a® +b*+c?)+2(a+b+c)(ab+ be + ca).

Que sorte! Fatora a + b+ c e sobra...a? + b + ¢ + 2(ab + be + ca) = (a + b+ ¢)?. Logo, para
todos a, b, ¢, independente da condigao dada,

3a+b)(b+c)cta)+a®+b*+c*=(a+b+c)
Portanto a® + b3 + ¢ = (a + b)(b + ¢)(c + a) se, e somente se,
4a+b)(b+e)(c+a)=(a+b+c)
Com isso, queremos provar que
Az +y)(y+2)(z+)=(z+y+2)>

Por que toda essa conta? Porque é mais agradavel trabalhar com somas do que com somas de
cubos.

Agora, sendo k = (b? + 2 — a?)z = (c® + a® — b?)y = (a® + b? — ¢?)z,

Tty 1 n 1 _ 2c?
ko b+c2—a? 2+a2-02 B2+ —a?)(E+a2—b?)
e
x+y+z_m+y+z_ 2c2 n 1
k ok E (0242 —a2)(c24+a2—b2) a2 +b2—c?

2c2(a? + b2 — ) + (b2 + 2 — a?)(c? + a? — b?)
(b2 + % —a?)(c® + a% — b?)(a® + b2 — ¢2)
2a%b% + 2b%c? — 2¢t + ¢ — (a® — b?)?
b2+ 2 — a2) (2 + a2 — b2) (a2 + b2 — 2
(
2a2b% + 2b%c® + 2c%a® — a* — b* — ¢t
b2+ c2—a?)(c?+a?—b%)(a®+b2 -2
(

Opa! Esse numerador é conhecido! Entao

r+y+z (a+b+c)b+c—a)(c+a—b)(a+b—c)
k (0242 —a?)(c®+a? —b2) (a2 + b2 —c?)




Queremos entao
Az +y)(y+2)(z +2) = (z+y+2)°,

ou seja,

8a%b?c? (a+b+c)Pb+c—a)lc+a—-b3(a+b—rc)?

B2+ —a2)2(2+a2—02)2(a2+ b2 — 22 B2+ —a2)3(2+a2 —b2)3(a® + b2 — ¢2)?

Ajeitando, queremos provar que
320202 (0? +? —a®) (P +a® =) (a® + b —*) = (a+b+c)}(b+c—a)(c+a—b)3(a+b—c)

Vamos tentar dar um jeito em b? + c? — a2, que é meio desagradavel por estar no grau “errado”

(nesse problema, o grau “bom” ¢ 3, ndo 2). Multiplicando por b+ ¢ — a para aparecer a® + b® + ¢3
temos
(b+c—a) b+ —a®)=a®+ b3+ —a’b — a’c — b?a+ b’c — Pa+ b

Substituindo a® + b% + ¢ = a?b + a?c + b%a + b?c + c2a + b + 2abc, obtemos

(b+c—a)(b? 4+ * — a®) = 2b%c 4 2¢%b + 2abe = 2bc(a + b + c).

Com isso, queremos
32a%b%c? - 8a*V?(a+b+¢)® = (a+b+c)*(b+c—a)(c+a—b)*(a+b—c)?,

ou seja,
4 = (b+c—a)(c+a—b)*a+b—c)t

Se conseguirmos
(b+c—a)(c+a—Db)(a+b—c)=+tdabc,

o problema acaba. Mas ai é sé ter coragem: sendo s =a+ b+ c,
(b+c—a)(c+a—b)a+b—c)=(s—2a)(s—2b)(s—2c)
= 5%~ 2(a+b+c)s* +4(ab + be + ca)s — 8abe
= 5% — 25® 4+ 4(ab + bc + ca)s — 8abc
= —5% 4+ 4(ab + bc + ca)s — Sabe.
Mas, faz um tempo, vimos que 4(ab + bc + ca)s = 4(a + b)(b + ¢)(c + a) + 4abc = s3 + 4abe, logo
(b+c—a)(c+a—b)(a+b—c)=—4abc,

e o problema finalmente acabou.
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