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1 Identidades Classicas

Para comegar a explorar as manipulagoes algébricas em problemas de
olimpiadas, precisamos saber algumas identidades cléssicas, também chamada
de produtos notaveis.

e Quadrado da soma: (a + b)? = a? + 2ab + b?
e Quadrado da diferenca: (a — b)? = a? — 2ab + b?
e Diferenca de quadrados: a? — b? = (a — b)(a + b)

e Quadrado da soma de trés nimeros: (a +b+c)? = a? +b% +c? +
2ab + 2ac + 2bc = a® + b? + c? + 2(ab + ac + be)

e Soma de dois cubos: a® +b® = (a + b)(a® — ab + b?)

e Diferenga de dois cubos: a® — b = (a — b)(a® + ab + b?)

e Qutros produtos notéaveis:
(a—1)(b—-1)=ab—a—-b+1
(a+1)(b+1)=ab+a+bd+1

e Produto de Stevin: (z +a)(z +b) =22 +x(a+b)+a-b

e Para qualquer n:

a’—p" = (a_b)(an,—1+an—2.b_~_an,—3.b2+“.+a2_bn—3+a.bn—2_~_bn—l)

e Para n impar:

a"+b" = (a+b)(a" —a" "2 b+a" 3~ e b T —a b TR



2 Para Aquecer

Problema 1. Fatore (z —y)® + (y — 2)> + (2 — x)3.

DICA: Esse problema tem uma ideia muito importante e que é usada em

muitos outros problemas: a substituigao esperta. Assim, troque x — y por a,
y — z por b. Como escrevemos z — x?

Problema 2. Fatore z* + 4y

DICA: Completar quadrado ou algum produto notdvel também é uma
técnica muito importante, tente fazer isso! A forma fatorada é a conhecida
fatoragao de Sophie Germain.

Problema 3. Prove que, para x real positivo,

T+—2>2

T

DICA: Sabemos que todo quadrado perfeito é maior ou igual a 0, pense
espertamente num quadrado que te leve até a expressao acima.

3 Problemas

Os problemas estao sortidos, tente pensar em todos!

Problema 4. Dizemos que uma tripla de inteiros (z,y, z) é do tipo jenifer
se x, y e z sdo inteiros positivos, com y > 2, e 22 — 3y = 22 — 3

a) Encontre uma tripla (z,y, z) do tipo jenifer com z =5e z = T.

b) Mostre que para todo x > 5 e {mpar existem pelo menos duas triplas
distintas (x,y1, 21) e (z,y2, 22) do tipo jenifer.

¢) Encontre alguma tripla (x,y, z) do tipo jenifer com z par.
Problema 5. Sejam a, b, ¢ niimeros reais positivos tais que:
ab—c=3

abc =18
Calcule o valor numérico de %t

Problema 6. Sejam zg > x1 > z2 > ... > x, reais. Mostre que

1 1

To — T1 T — T2

1
xo +

Tp—1 — Tn

> x, +2n

Problema 7. Dados os niimeros reais nao nulos a,b e ¢, determine o valor
da expressao
a®+ 4+ a?+b2+c?

5 a2 32




de forma que se tenha a®? +b>+c2=a-b+a-c+b-c

Problema 8. Mostre que 22" _ 1 tem pelo menos 2010 fatores primos.
Boénus: Prove que esse nimero tem pelo menos 2010 fatores primos distintos.

Problema 9. Encontre 22 +y?sex ey € Z e xy+ax+y = 71, 22y+xy? = 880.

Problema 10. Sejam x, y nimeros reais tais que z,y # % ex+y#1, com

2
;;:‘11 + gy:‘ll =z + y. Determine o valor de 2zy — x — y.

Problema 11. Se a, b e ¢ sao inteiros positivos tais que % + % = %, prove
que existem inteiros positivos ¢, u e v tais que o mde(u,v) =1 e a = qu(u + v),
b=qu(u+v)ec=quv.

Problema 12. Seja p um numero primo impar dado. Quantos valores de k
inteiro positivo existem tais que y/k2 — k - p é também um inteiro positivo?

Problema 13. Sejam a,b € R tais que a® —3a%2+5a =1 e b3 —3b%> +5b = 5.
Calcule o valor de a + b.

Problema 14. Defina ¢ = s- (s + 1). Mostre que (¢pmt1 — ¢k) - (G2 —

c)--(Cmin — cx) € divisivel por “-r2cn
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