Problemas Classicos de Polindmios

George Lucas

Semana Olimpica 2026

Secao Aquecimento

1. Se o polinémio P(x) de grau 9 tem a seguinte propriedade P(k) = m para k = 1,2,...,10,
determine P(11).

2. Sabendo que a, b, ¢, d sdo raizes da equacao x? +4x3 — 622 4+ 7z —9 = 0 calcule o valor da expressao
(1+a?)(1+b*)(1+ )1 +d?).

3. Um certo polinoémio p(z) quando dividido por & —a, x — b, x — ¢ deixa restos a, b, ¢, respectivamente.
Determine o resto da divisao de p(x) por (z —a)(x — b)(z — ¢).

4. Seja P um polindomio de grau 2021 tal que P(i) = 2! para i = 0, 1, ...,2021. Calcule P(2022).

5. Dado o sistema:
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Calcule 22 + y2 + 22.

6. Seja P(z) um polinémio quadratico com coeficientes reais tais que P(11) = 181 e 2% — 2z + 2 <
P(x) < 22? — 4x + 3 para qualquer ntimero real . Encontre P.

7. Se a > 0 e P um polinémio de coeficientes inteiros que satisfaz

Determine o menor valor possivel de a.

8. Sejam a, b, c as raizes da equagdo x3 + 3x2 + 5z + 7 = 0 Considere o polinémio P de grau 3

satisfazendo:
Pla)=b+c
Pb)y=a+c
Plc)=b+a

P(a+ b+ c¢) = 16. Calcule P(0).



Secao Olimpica
1. (OBM) Calcule o valor numérico abaixo em sua forma fechada.

(21422 +1)(4* + 42+ 1)(6* + 62 +1)...(321 + 322 + 1)
(14 +12+1)(3* +32+1)(5* +52+1)...(314 + 312 + 1)

2. (OMERJ) Encontre todos os valores reais que a pode assumir de modo que o sistema

x3+y2+22:a
m2+y3+z2:a
P?+y’+22=a

Possui solugao com z,y, z reais distintos dois a dois.

3. (CIIM) Sejam « < 0 < 8 ntmeros reais e considere o polindémio f(x) = z(z — a)(z — ). Seja S o
conjunto dos numeros reais s tal que o polinomio f(x) — s tenha todas as suas raizes reais. Para
s € S, seja P(s) o produto da menor e da maior raiz de f(z) — s. Determine o menor valor possivel
de P(s) ao variar s € S. Para que valores de s esse minimo é atingido?

4. (Turquia) Uma sequéncia de nimeros reais ag, a1, ... satisfaz a condigao

m

;an(—l)" (i;) —0

Para todo m suficientemente grande. Prove que existe um polindémio P tal que a, = P(n) para
todo inteiro nao-negativo n.

5. (a) Prove que todo polinémio P de coeficientes reais e de grau n > 0 pode ser escrito na forma

" x

P(x) = Z ag (k)

k=0

Onde a; € R para todo k, e (}) = W
xz eR.

(b) Seja P(z) = >_oax () para todo z € R. Prove que P(t) € Z para todo ¢ € Z se, e somente

se, a € 7 para todo k.

para k inteiro positivo e (3) = 1 para todo

6. Determine todos os polinémios P tais que
P(z)? —2=2P(22° — 1)
Para todo real x.

7. Encontre todos os pares de polindomios (f,g), com coeficientes inteiros, tais que

flg(z)) = 2™ + 22+ 1

8. Seja n > 1 um inteiro positivo. Sejam t1,to,...,t,—1 € Q tais que
n—1 .
> 72021 € Q
j=1
Prove que ty =ty =---=t,_1 =0.
9. Se um polinémio P de coeficientes reais satisfaz que para todo x € R
P(sin(z)) = P(cos(x))

Prove que existe um polinémio @ de coeficientes reais tal que P(z) = Q(z* — z?).
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(IMO) Encontre todos os polindomios P(z) com coeficientes reais que satisfaz a igualdade
Pla—b)+Plb—c)+ P(c—a)=2P(a+b+c)
Para todas as triplas (a, b, ¢) de nimeros reais tais que ab + bc + ca = 0.

Sejam P e @ polinémios de coeficientes reais, ambos de grau impar, satisfazendo para todo real x
P(l+2+Q(x)%) = Q1 +z + P(x)?)
Prove que P = Q.

(Taiwan) Seja A um namero real positivo satisfazendo A = A2/3 4 1. Prove que existe um inteiro
positivo M tal que |M — \300| < 47100,

(OIM) Determine todos os polinémios P(x) com coeficientes reais tais que P(2014) = 1 e, para
algum inteiro c,

xP(x —¢) = (z — 2014) P(x)

(OBM) Dizemos que um polindmio é positivista se ele pode ser escrito como o produto de dois
polindmios nao-constantes com coeficientes reais nao-negativos. Seja f(z) um polindémio nao-nulo
de grau maior que 1 tal que f(z™) é positivista para algum inteiro positivo n. Prove que f(x) é
positivista.

(IMO) Seja Py (z) = 2> —2 e Pj(z) = Pi(Pj_1(x)) para j = 2,3, .... Prove que para qualquer inteiro
positivo n as raizes da equagao P, (x) = x sdo todas reais e distintas.

(IMO SL) Prove que existem infinitos inteiros positivos n tais que o maior divisor primo de n*+n?+1
é igual ao maior divisor primo de (n + 1)* + (n +1)2 + 1.

(IMO SL) Encontre todos os polinomios f(z) com coeficientes reais que satisfazem
f(@)f(22%) = f(22° + w)

(IMO SL) Seja f(x) = ‘"”;';1 para z € R\{0}. Defina f(z) = x e para todo inteiro positivo n

f(x) = f(f*~1(x)). Prove que para todo z # —1,0,1 e n inteiro ndo-negativo temos que

/@) 1
) T

(CIIM) Sejam r > s inteiros positivos. Sejam P(x) e Q(z) polindmios nao constantes de coeficientes
reais tais que P(x)? # Q(x)? e que satisfazem

Para todo real z. Prove que r =2 e s = 1.

(OBM) Considere o polinémio P(z) = 412 + 122 — 3015. Defina a sequéncia de polinémios Py (z) =
P(x) e P (I) _ P(Pn(x)) todo intei it

5016 © Prt1 o6~ para todo inteiro positivo n.

(a) Prove que existe um namero real r tal que P,(r) < 0 para todo inteiro positivo n.

(b) Determine a quantidade de inteiros m tais que P,(m) < 0 para infinitos inteiros positivos n.

(OBM) Uma sequéncia infinita de polindémios Py(z), Pi(z), Pa(x), ... € definida por Py(z) = z e
para todo n inteiro positivo
P,(x)=Po_1(x —1)P—1(z+1)

Determine o maior inteiro k para o qual o polindmio Psg14(z) é multiplo de x*.
(IMO) A equagao
(x—1)(z —2)...(2 — 2016) = (z — 1)(x — 2)...(x — 2016)

E escrita no quadro, com 2016 fatores afins em cada lado. Qual o menor inteiro positivo k tal que
é possivel apagar exatamente k£ dentre esses 4032 fatores de modo que sobre pelo menos um fator
em cada lado e a equagao resultante nao admita solucoes reais?
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Dado um real h seja, para todo real a, al¥) =1 e
a™ = a(a —h)(a—2h)...(a — (n—1)h)

para todo inteiro positivo n. Prove que

(a+b)=3" (”)a[n—mwm]
m
m=0

(IMC) Calcule o produto

ﬁ (n® + 3n)?
nb — 64

n=3

(IMC) Determine todos os pares (P, Q) de polinémios monicos de coeficientes complexos tal que
P(z) divide Q(7)? + 1 e Q(x) divide P(x)? + 1.

(APMO) Sejam a, b, ¢, d, e, f nimeros reais tais que o polindmio
p(z) = 2% — 42" + 72% 4+ ax® + bx + ca® + da® +ex + f
tem todas as suas 8 raizes reais positivas. Determine os possiveis valores de f.

Existe uma funcao f : N2021 — N bijetiva? Em caso afirmativo, é possivel que tal funcdo seja
polinomial (um polindémio de 2021 variaveis)? (Observagido: N denota o conjunto dos inteiros
positivos)

L2 ¢ irredutivel em Z[z].

reed(m,n) _

Sejam m, n inteiros positivos. Prove que o polinémio

Seja P um polindémio de coeficientes reais e n um inteiro positivo. Prove que existe um polinémio
Q de coeficientes reais tal que P(x)? + Q(z)? ¢ multiplo de (2% + 1)™.

Considere as sequéncias de conjuntos (A1, As,...) e (B, Ba,...) dadas por A; = (, By = {2023} e
para n > 1:
Apy1={xz+1:2€ B,}

Bni1 = (A, UB,) — (A, N By,)
Determine todos os n tais que B,, = {2023}.

(EMC Junior 2018) Sejam a, b, ¢ reais nao-nulos tais que

1
a>+btc=—-
a

1

b +c=-
a+0b”+c b
1

a+b+c? ==
c

Prove que dois dentre os nameros a, b, ¢ sao iguais.

(IMO 2023) Para cada inteiro k > 2, determine todas as sequéncias infinitas de inteiros positivos
ai,as, ... para as quais existe um polinémio P da forma

P(x) = 2 12" 4 e+,
onde c1, ¢, ..., Cr—1 A0 inteiros nao-negativos, tais que
P(an) = any1Gni2 - Qnik
para todo inteiro n > 1.

Determine todos os pares de polinémios nao-constantes (p,q) cada um com coeficiente lider 1, e
todas as raizes sendo inteiras nao-negativas tais que p(z) — g(z) = 1.
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(IMO 1993) Seja f(z) = 2™ 4+ 52"~ + 3, onde n > 1 & um inteiro. Prove que f(x) ndo pode ser
escrito como produto de dois polinémios nao-constantes de coeficientes inteiros.

(Romania TST 2003) Seja f(x) um polindmio de coeficientes inteiros irredutivel e monico. Suponha
que |£(0)| ndo é quadrado perfeito. Prove que f(z?) também é irredutivel.

(Putnam 2000) Seja f(x) um polindmio de coeficientes inteiros. Defina a sequéncia ag, ay, ... de
inteiros tais que ag = 0 e an+1 = f(a,) para todo n > 0. Prove que se existe um inteiro positivo
m tal que a,, = 0 entao a; = 0 ou az = 0.

(IMO 2006) Seja P(z) um polindmio de grau n > 1 com coeficientes inteiros e seja k um inteiro
positivo. Considere o polindmio

Q(z) = P(P(...(P(x))...))
Onde P ¢ iterado k vezes. Prove que ha no maximo n inteiros ¢ tais que Q(t) = t¢.

(USAMO 2002) Prove que qualquer polinémio ménico de grau n com coeficientes reais ¢ a média
de dois polindmios ménicos de grau n com n raizes reais.

Seja P(x) um polindmio nao-nulo impar de grau n > 1 com coeficientes reais nao-negativos.
Seja I' = {(z,P(z)) : « € R} o grafico desse polindomio no plano coordenado. Existem pontos
Ay, Ag, ... A, €T, distintos dois a dois, tais que a reta tangente a I' em A; também passa por A;
para todo i =1,2,....,n, onde A, 1 = A7

(IMC 2014) Seja n inteiro positivo. Mostre que existem ntumeros reais positivos ag, ai, ..., a, tais
que para cada uma das 2™ escolhas de sinais o polinémio
tanz” tan 12" + -t aiz £+ ag

Tem n raizes reais distintas.

(IMC 2017) Seja p(z) um polindmio ndo constante com coeficientes reais. Para todo inteiro positivo
n, seja

@n(2) = (z+1)"p(x) + 2"p(z + 1)
Prove que ha apenas um ndmero finito de valores de n tais que todas as raizes de g, (x) sdo reais.

(IMC 2011) Seja p um ntmero primo. Chame um inteiro positivo n de legal se
" —1= (2" —z+1)f(z) + pg(x)

Para algum par de polindmios (f, g) de coeficientes inteiros.
(a) Prove que pP — 1 ¢é legal.
(b) Determine todos os p tais que p? — 1 é o menor legal.

Secao Hard

1.

2.

3.

Seja p um primo impar e s a soma das raizes primitivas mod p incongruentes duas a duas. Determine
S » » P
o inteiro 7, —§ < r < 5= tal que s —r & multiplo de p.

(USA TST) Para cada inteiro positivo n, seja ¢(n) o maior nimero real tal que

fla) = f(b)

c(n)s‘ p—

Para todas as triplas (f, a,b) satisfazendo

e f & um polinoémio de grau n tal que f(z) é inteiro para todo x inteiro.
e a e b sdo inteiros distintos e f(a) # f(b).

Determine c(n).

(USA TST) Determine se existem dois conjuntos distintos A e B, cada um consistindo de, no
mAximo, 20112 inteiros positivos e tais que para todo x € (0, 1) é satisfeita a seguinte desigualdade:

Sy

acA beB

< (1— ),




