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Introducgao ao raciocinio recursivo em Probabilidade

O raciocinio recursivo constitui uma das ferramentas mais importantes e elegantes da
matematica olimpica. De modo geral, ele consiste em descrever um problema complexo a
partir de versdes mais simples de si mesmo, estabelecendo relacdes entre estados sucessivos
de um mesmo processo. Em vez de enfrentar diretamente o caso geral, busca-se compreender
como o sistema evolui passo a passo, permitindo que a solucdo global emerja de uma
estrutura recorrente.

No contexto da Probabilidade, essa abordagem mostra-se particularmente eficaz. Muitos
experimentos aleatorios apresentam uma dindmica natural, na qual, apés cada etapa,
o sistema retorna a uma configuracdo semelhante & inicial, ainda que com parametros
modificados. Nessas situagoes, a probabilidade de um evento pode ser expressa em funcao de
probabilidades associadas a estados futuros, conduzindo a equagdes recursivas ou funcionais.

Problemas olimpicos exploram com frequéncia esse tipo de raciocinio, exigindo do estu-
dante a capacidade de identificar estados relevantes, reconhecer invaridncias probabilisticas
e resolver recorréncias simples. Além de reduzir calculos excessivamente longos, o método
recursivo proporciona uma compreensao estrutural profunda dos fenémenos aleatérios.

Nesta aula, apresentaremos técnicas fundamentais de raciocinio recursivo aplicadas a
problemas classicos de Probabilidade em olimpiadas matematicas.

Recorréncias

Definigao 2.1. Dada uma sequéncia (an)n>1, uma recorréncia de ordem k é uma expressio
da forma a, = @(an—1,an—-2,...,0n_k,n), onde o n-ésimo termo a, € uma fungio ¢ dos k
termos precedentes a ele (e possivelmente de n). Além disso, diz-se que a recorréncia de
ordem k € linear quando existem fungées ci,...,ck, f: N — R, chamadas de coeficientes
da recorréncia, tais que

an = C1 (’I’L)an,1 +...+ Ck(n)an—k + f(n)
Em particular, quando f(n) =0, diz-se que a recorréncia é homogénea.

Se conhecemos os valores a,_1,...,a,_k, entdo o valor de a,, estd unicamente determi-
nado e, consequentemente, por inducéo, existe uma tnica sequéncia (a,),>0 satisfazendo a
recorréncia se sdo dados os valores iniciais dos seus k primeiros termos.

De acordo com a defini¢do acima, uma solucdo para uma recorréncia

an = (p(a'n—h Qp—2,- ., An—kL, n)

¢ uma sequéncia (zy)p>1 que cumpre a recorréncia.



Recorréncias lineares

Como mencionamos anteriormente, uma sequéncia (z,),ecn ¢ uma sequéncia recorrente
linear de ordem k (onde k é um inteiro positivo) se existem constantes (reais ou complexas)
Cy,Cs,...,Cf e uma funcao ¢ : N = R, n — ¢(n), tais que:

k
Tnik = Y Cjngh—j + ¢(n) = Cranik—1 + Cotppp—z + ... + Crzp + @(n) Vn € R.
Jj=1

Nesta secdo vamos mostrar a teoria basica das sequéncias recorrentes lineares de primeira

e segunda ordens e algumas aplicagoes dessa teoria.

3.1 Recorréncias lineares de 1* ordem

Uma recorréncia de primeira ordem que expressa x,+; em funcao de z,, é dita linear
quando a funcdo que relaciona cada termo aos anteriores é uma funcdo de primeiro grau.
Além disso, para que uma recorréncia seja caracterizada como primeira ordem, cada termo
da sequéncia deve ser obtido a partir do termo imediatamente anterior a ele, ou seja, x,
em funcao de z,,_1.

Uma recorréncia linear de primeira ordem pode ser ainda classificada como recorréncia
linear homogénea de primeira ordem ( recorréncias do tipo z,4+1 = f(n)x, com f(n) e x,
nao nulos) ou ainda como recorréncia linear nao homogénea de primeira ordem (recorréncias
de tipo xp1+1 = f(n)x, + g(n) com f(n) e g(n) ndo nulos).

3.2 Resolugao de recorréncias lineares

Agora vamos ver métodos para resolver alguns tipos especiais de recorréncias lineares.
Para comegar vamos estudar as chamadas Recorréncias lineares de primeira ordem
e exibir o alcance dessa teoria mostrando alguns exemplo bem interessantes. Sempre
estaremos pensando numa sequéncia de nimeros reais (& )n>0-

Pelo que definimos, um relacdo de recorréncia linear de primeira ordem é aquela em
que existem fungoes c1,co : N — R tais que zp41 = c1(n)zy, + c2(n).

Os resultados a seguir revelam como resolver dois casos particulares de recorréncias
lineares de primeira ordem, que tém uma larga aplicabilidade.

Proposicao 1 (Recorréncia linear de primeira ordem homogénea). Se z,4+1 = g(n)z, €
uma recorréncia linear de primeira ordem, onde g : N — R € uma funcdo qualquer, e todos
0s termos da sequéncia (zn)n>1 sGo ndao nulos, entdo

n—1
In = H g(i)x1.
=1

Observacao 1 (Recorréncia linear de primeira ordem nao homogénea). De modo comple-
tamente andlogo, se Tp+1 = x, + g(n), onde g : N — R é uma fung¢io qualquer, podemos
concluir que

n—1
Tp =x1 + Z g(7).
i=1

A seguir mostraremos um teorema que revela que qualquer recorréncia linear nao

homogénea de primeira ordem pode ser transformada numa recorréncia da forma z,+; =
n—1

xn + g(n), cuja solugao geral é x,, = x1 + E g(7), como vimos acima.

i=1
Teorema 1. Se a,, é uma solug¢io nao-nula de x,+1 = g(n)r,, entdo a substituicio
Tp = apYn, transforma a recorréncia

h(n)

Tnt1 = g(n)Tn + h(n) em Yni1 = yn + @(n), onde p(n) = m-



A partir do teorema [I] usando o mesmo método da observacgio [I], pode-se obter uma
formula explicita para y, e, consequentemente para x,, a partir da relacdo x, = apyn.

3.3 Recorréncias lineares de 2% ordem

Agora trataremos do caso particular das recorréncias lineares de segunda ordem com
coeficientes constantes. Nesse caso, a lei de recorréncia é da forma a, = c¢1(n)ap,—1 +
ca(n)an—2 + f(n), onde c1,co, f : N — R séo fungdes constantes. Para comecar trabalhare-
mos especificamente com o caso homogéneo, isto é, o caso em que f(n) = 0. Nesse caso
podemos escrever recorréncia da seguinte forma:

an = C1 (’I’L)(In,1 + C2(n)anf2 + f(n) =
——
=0

an — c1(n)ap—1 — ca(n)ay—9 = 0.
Sendo ¢; e ¢y fungdes constantes, existem nimeros reais p e ¢ tais que —ci(n) = p e
—ca(n) = g, 0 que nos permite escrever

an — c1(n)ap—1 — ca(n)apn—2 = 0= ap, + pap—1 + qan—2 = 0.

Teorema 2. Se as raizes da equacio N> +p\+q =0 sdo A1 e \a, entdo

Qp = Cl/\? + Cg)\g

€ solucao da recorréncia linear homogénea de sequnda ordem anys + pans1 + ga, = 0,
quaisquer que sejam as constantes C1 e Cs.

Mas sera que todas as solugoes sejam do tipo a, = C1AT + CoA57? O teorema a seguir
mostra que sim!

Teorema 3. Se p e q sdo numeros reais e nao nulos, entdo todas as solucoes da recorréncia
linear homogénea de sequnda ordem Gn42 + Pant1 + qan = 0, sdo da forma

ap = Cl/\? + 02)\3

em que C1 e Co sdo constantes e \1 e Ay sio as raizes da equagdo N2 +p\+q =0 (essa
equagdo é dita a equagdo caracteristica da recorréncia).

Observacao 2 (Raizes complexas). Tudo que dissemos no teorema @ continua a valer,
mesmo que as raizes \1 e Ao da equacdo caracteristica A2 + p\ + q = 0 sejam nimeros
complexos (que, nesse caso, sio conjugados, visto que os coeficientes da equagdo caracteris-
tica sdo numeros reais). Todas as solugoes sio, como vimos, da forma a, = C1 A} + C2\y.
Escrevendo A1 e Ao na forma trigonométrica, seque que:

A1 = p(cos @ +i.senfl), e Ay = p(cosB — i.senb).
Nesse caso,
= p"(cos(nb) +i.sen(nh)), e Ao = p"(cos(nf) — i.sen(nb)).

Portanto,

anp = C1AT + CaAy
= C1p"(cos(nf) + i.sen(nf)) + Cap" (cos(nd) — i.sen(nf))
= p" [(C1 + C2) cos(nb) + i(C1 — C)sen(nb)]
= p" [C]. cos(nf) + C.sen(nf)]

onde C] = Cy + Cy e Ch = i(Cy — Cs) sdo constantes. Nessas condigoes, a solugdo
geral da recorréncia € dada por

an, = p" [C] cos(nb) + Chsen(nd)] .



Teorema 4. Se a equagdo caracteristica da recorréncia anya + pan+1 + qan, =0, com p e
q numeros reais ndo nulos, possui apenas uma raiz real X, entdo a solugdo da recorréncia é

an, = C1\" + an)\n, C, Cy eR.

Mas sera que todas as solugoes dessa recorréncia sdo desse tipo? O teorema a seguir
revela que sim!

Teorema 5. Se a equagdo caracteristica da recorréncia anya + pan+1 + qan, =0, com p e
q reais nao nulos, possui apenas uma raiz real X, entdo todas as solugdes dessa recorréncia
sao da forma a, = C1 A" + Con\", com C1 e Cy constantes reais.

Problemas olimpicos

Exemplo 1. Dois jogadores A e B lancam alternadamente uma moeda honesta. O jogador
A vence se obtiver cara antes que B obtenha coroa. Sabendo que A inicia o jogo, determine
a probabilidade de A vencer.

Solugéo. Seja p a probabilidade de A vencer ao iniciar o jogo. No primeiro langamento:

e com probabilidade %, sai cara e A vence imediatamente;

e com probabilidade %, sai coroa, passando a vez para B.

Quando B langa:

e com probabilidade %, sai coroa e B vence;

e com probabilidade %, sai cara e o jogo retorna exatamente ao estado inicial.

Logo,

ool

3

Exemplo 2 (Competicao Elon Lages Lima - 2023). Considere duas moedas A e B tais
que na moeda A a probabilidade de sair cara é %, enquanto que na moeda B a probabilidade
de sair cara é % Escolhe-se uma dessas duas moedas ao caso e a arremessa. Se sair cara
essa mesma moeda serd arremessada novamente, caso contrdrio serd arremessada a outra
moeda. Para cada inteiro positivo n, seja p, a probabilidade de que a moeda lancada no

n-ésimo arremesso seja a moeda A. Podemos afirmar que:
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Solugao. Resposta: B

Seja o evento A, := {A moeda langada no arremesso n seja "A”}. Assim,

P(Ant1) = P(Ant1[An)P(An) + P(Ani1 A7) P(A7)

1 1
:pn‘1+(1_pn)‘§:>

1 1

Pn+1 = 5 - an- (1)
1
Pyl —C = —Z(pn —¢) com ap:=Dp,—cC (2)
De e segue-se
1 1 1 2

§—an—c:—1(pn—c)éc:g. (3)

De tem-se paran =1 que a1 = p; — % =
Assim,

Exemplo 3 (Prépas-Franca). Considere duas moedas A e B tais que na moeda A a

probabilidade de sair cara é %, enquanto que na moeda B a probabilidade de sair cara é %
Escolhe-se uma dessas duas moedas ao caso e a arremessa. Se sair cara essa mesma moeda
serd arremessada novamente, caso contrdrio serd arremessada a outra moeda. Para cada
inteiro positivo n, seja p, a probabilidade de que a moeda lancada no n-ésimo arremesso

seja a moeda A.
(a) Mostre que pp+1 = % - %pn;

~1
(b) A partir do item anterior, mostre que p, = % + 1—10 (—i)n ;
(¢) Calcule nl;rglopn,'

(d) Determine a probabilidade de obtermos uma cara no n-ésimo lan¢amento.

Solugdo.
(a) Seja o evento A, := {A moeda langada no arremesso n seja "A”}. Assim,

P(An—l-l) = P(An—&-l‘An)P(An) + P(An—&-l‘A%)P(A%)
1 1

:Z‘pn+§'(1_pn):>
Fazendo
1 1
Pn+1 = _an + 5 (4)



(b) Seja c tal que

1

Pnil —C= —Z(pn —¢) com an :=p,—¢ (5)
De e segue-se
1 1 1 2
§—an—c:—1(pn—c):>c:g. (6)

Detem—separanzlquealzpl—%:%—%zl—o.

Assim,

, o2 1/ 1\
PR S T (—4)

2 1/ 1\ b
= lim -+ lim — <—>

2
=240

Ut DO Ot

(d) Seja P, a probabilidade pedida do evento E :={cara no n-ésimo langamento}. Con-
dicionando o evento de interessante na moeda escolhida, tem-se

P, = ]P)(AH)P(E|ATL) + P

—~

AR P(E|AZ)

N |

1
:pn'Z“‘(l_pn)'

Do item (b) e tem-se que

2 1 /1\"
P=-4+—(=) .
" 5+1o<4)

Exemplo 4 (OBM-2002). José tem trés pares de éculos, um magenta, um amarelo e um
ciano. Todo dia de manhd ele escolhe um ao acaso, tendo apenas o cuidado de nunca usar
0 mesmo que usou no dia anterior. Se dia primeiro de agosto ele usou o magenta, qual a
probabilidade de que dia 31 de agosto ele volte a usar o magenta?



Solucdo. Sejam my,a, e ¢, as probabilidades de que no dia n ele use 6culos magenta,
amarelo e ciano, respectivamente. Ora, como no dia 1 de agosto temos certeza que José
usou os 6culos magenta, segue que a probabilidade de que no dia 1 de agosto ela tenha
usado os 6culos manega é igual a 1 (e consequentemente a probabilidade de que ele tenha
usado outros 6culos é 0), ou seja, m; = 1,a1 =0e c; =0.

Além disso, como a cada dia José escolhe ao acaso uma das cores que ele nao usou
no dia anterior, segue que ele escolhe cada uma das op¢des disponiveis para o dia com
probabilidade % Por exemplo, no dia 2 de agosto a probabilidade de que ele escolha os
6culos magenta é ma = 0 (ele ndo pode usar a mesma cor do dia anterior), a probabilidade
de que ele escolha os 6culos amarelo é as = % e probabilidade de que ele escolha os 6culos
ciano é cg = % De um modo geral, no dia n+1 do més de agosto existem trés configuragoes
possiveis, a saber:

e Para que no dia n + 1 ele escolha os 6culos magenta é preciso que no dia anterior
(dia n) ele tenha usado 6culos amarelo ou ciano. Mas a probabilidade de que no
dia n ele tenha usado 6culos amarelo é a,, e a probabilidade de que ele tenha usado
6culos ciano é ¢,. Assim, a probabilidade m,,1+1 de que no dia n + 1 ele use os 6culos
magenta ¢é a probabilidade de que no dia anterior (o dia n) ele tenha usado 6culos
amarelo ou ciano. Como no dia em que ele vai usar os 6culos amarelo ou ciano ele
escolhe um deles com probabilidade %, segue que:

1 1
Mp4+1 = §an + §cn.

e Por fim, para que no dia n+ 1 ele escolha os 6culos ciano é preciso que no dia anterior
(dia n) ele tenha usado 6culos magenta ou amarelo. Mas a probabilidade de que no
dia n ele tenha usado 6culos magenta é m,, e a probabilidade de que ele tenha usado
6culos amarelo é a,. Assim, a probabilidade ¢,+1 de que no dia n 4 1 ele use os
6culos ciano é a probabilidade de que no dia anterior (o dia n) ele tenha usado 6culos
magenta ou amarelo. Como no dia em que ele vai usar os 6culos magenta ou amarelo
ele escolhe um deles com probabilidade %, segue que:

1 1
Cn+l = §an + imn
Como m,, + a, + ¢, = 1, tem-se que:
Mmp41 = %an + %Cn
1 1
a = 5mMy + 5¢C an + ¢ 1-m 1
n+l = 3Mn T 5Cn = My = — no_ = mpr1 + —my, = 1.
1 1 * 2 2 g
Cntl = 50n + 53Mp
My + Ay + ¢ =1
Resolvendo essa recorréncia,
1— (=2 2—n
o= 122
Portanto, em 31 de agosto a probabilidade de que ele volte a usar o magenta ¢é igual a
. 1_;'_2729
ma1 = 3 ]

Exemplo 5 (OMRN). Paulinho arremessa aleatoriamente uma moeda em que numa
face ha “cara” e na outra “coroa”. A cada lancamento ele anota o resultado num papel
e ele promete parar a brincadeira quando ocorrerem duas “caras” consecutivas. Qual a
probabilidade de que Paulinho faca exatamente n-lancamentos até parar a brincadeira?



Solugdo. Consideremos, inicialmente, que o niimero n de langamentos seja par. Seja o
evento A, o conjunto de todas as sequéncias de langcamentos nas quais o jogo acaba no
n-ésimo lancamento e notemos que A, ocorre se, e somente se, as duas condi¢bes ocorrem:

e nao ocorrem duas caras consecutivas nos lancamentos de 1 a n — 3;

e ocorrem, respectivamente, coroa, cara e cara nos lancamentos n — 2, n — 1 e n.

O conjunto de todas as sequéncias de caras e coroas nas quais o jogo acaba no n-ésimo
lancamento, é finito e equiprovavel, segue-se que

P(Ay,) = [An| em que |A| =2".
Al

Para calcularmos a cardinalidade de A,, particionemos o evento A, nos eventos
By, := {nos n — 3 primeiros langamentos ocorrem k caras, com duas quaisquer delas nao
consecutivas}.

Observe que o ntmero maximo de caras nos n — 3 lancamentos a fim de que nao
aparecam duas caras em posi¢oes consecutivas é no maximo o nimero de coroas mais
um. Assim, k € {0,..., 5 — 1}, e portanto, pelo primeiro lema de Kaplansky dado no
exemplo 77, segue-se que

—-3—-k+1
An:BOUBlu...UBg_100m|Bk\:(n + >

k

Assim, desde que os eventos By sao disjuntos, segue-se de (8) que

S

P(Ay) = =

Se o nimero de lancamentos é impar, tem-se as mesmas condig¢ées do caso n par,

notemos apenas que a quantidade maxima de caras que pode ocorrer nos n — 3 primeiros

lancamentos a fim de que ndo ocorram duas caras consecutivas é no maximo ”7_3 Assim,

501

P(Ay) = ==

Exemplo 6 (OBMU-2001). Um rato, que ocupa inicialmente uma sala A, estd treinado
para que toda vez que um alarme toque ele mude de sala. Toda vez que ele ouve o som
de alarme ele escolhe (com igual probabilidade) um dos tineis partindo da sala em que
ele se encontra e vai para uma outra sala que se encontra na outra extremidade do tinel
escolhido. Apds o alarme ter soado 23 wvezes, qual a probabilidade de que o rato encontre-se
na sala B?

Solucdo. Seja o evento M,, o rato esta nos sitios B ou E apds n sinais dado que partiu do
sitio A, com p, = P(M,,). Pelo teorema da probabilidade total tem-se que

Pn+1 = P(Mn—i-l) = ]P)(Mn>P(Mn+1’Mn) + ]P)(M;;)P(MH—FHM;;)
117 11 11 1 1)



Figura 1: Labirinto com 6 salas

Assim,

1 1

pn+1:_6'pn+*

: )

Determinemos uma constante ¢ tal que possamos escrever a recorréncia (9) como uma
Progressao Geométrica. Isto é,

1 1
an—c:—é(pn—c), COM Gy = Pn —C € P1 = 5. (10)
De @ e (10 resulta que
1 1 1 1 3
*6pn+66+02*6pn+§:>02?- (11)

De e resulta que

1 3 1 1 ( 1)22 +3 1 < 1>Q2+3
al==———=—=—, a93 = — | —= e =a -—= — | —= —=.
=9 771w P71 Us P =anTo=11" "6

Note que nos instantes impares o rato ndo pode estar no sitio “E” e a probabilidade
pedida é

Exemplo 7. Lancamos uma moeda viciada n vezes e registramos a sequéncia de caras e
coroas. Se P(cara) =p (com 0 <p < 1), qual é a probabilidade de nao observarmos duas
caras consecutivas na sequéncia?

Solugdo. Sejam K = cara, C = coroa e A, o evento de que ndo observamos duas caras
consecutivas em n lancamentos de moeda, isto é,

pn = P(Ap).

A ideia é condicionar no resultado do primeiro lancamento da moeda. Existem duas
possibilidades.

Usando a lei da probabilidade total e condicionando no resultado do primeiro lancamento,
podemos escrever

pn =P(A,) =P(A, | K)P(K) +P(A, | C)P(C) =pP(A, | K) + (1 —p)P(A, | O).



Agora, para encontrar P(A,, | C'), note que, se o primeiro lancamento é C, entdo, para
bl n ) ) ) )

nao observarmos um K K em toda a sequéncia, ndo devemos observar um KK nosn — 1

lancamentos restantes. Assim,

P(An ‘ C) = ]P)(Anfl) = Pn—1-

De forma semelhante, se o primeiro lancamento resulta em K, o segundo deve ser
necessariamente C', e ndo devemos observar um K K nos n — 2 lancamentos restantes. Logo,

P(An | H) = (1= p)P(Ap—2) = (1 — p)pn—o2.
Substituindo na Equagdo acima, obtemos

pn=(1—=p)pn—1+p(1 —p)pn—2.

Observe que também sabemos que p; = 1 e po = 1 — p?. Usando a recorréncia, obtemos
ainda pp = 1. Assim, podemos resolver essa recorréncia. Obtemos a seguinte equagao
caracteristica:

2’ = (1—p)z —p(l —p) =0.

A equagao caracteristica possui raizes

_1-p+ VO -p)(A+3p)
2 9y

x1 Z2

_1-p—v(I-p(+3p)
2 Y

de modo que a solucao geral é dada por

N (1—p+ v(l—p)(1+3p)>”+5 (1—17— \/(1—p)(1+3p)>n
2 2 ‘

DPn =

Usando pg =1 e p; = 1, obtemos

o L+ V(I —p){d+3p)
2¢/(1 = p)(1+3p)

VA-p){A+3p)—1-p

2¢/(1 =p)(1+ 3p)

ﬁ = ]_ — =
Diante do exposto,

_l4p+ VO —p)(T+3p) (1—p+ Va —p)(1+3p)>n

P 2V —p) (1 +3p) 2
(1-p)(1+3p)—1—p (1 —p—/(1 —p)(1+3p)>n

2y/(1—p)(1+ 3p) 2 '

_|_

Exemplo 8. Lancamos uma moeda viciada n vezes e registramos a sequéncia de caras
e coroas. Se P(cara) = p (com 0 < p < 1), qual é a probabilidade de observarmos um
niumero par de caras?

Solucao. Sejam K = cara,C = coroa e A, o evento de que observamos um numero par
de caras, para n = 1,2,.... Seja p, = P(4,). Condicionando no resultado do tltimo
lancamento da moeda, podemos escrever, para n > 2,

pn = P(An | K)P(K) + P(An | C)P(C) = p P(Ay | K) + (1 —p) P(A, | C).



Se o tltimo lancamento resulta em K, entdo, para que o ntimero total de caras seja
par, os primeiros n — 1 langamentos devem conter um niimero impar de caras. Logo,
P(An‘K):P(C )21_pn—1~

n—1

Se o 1ltimo langamento resulta em C, entdo os primeiros n — 1 langamentos devem
conter um numero par de caras. Assim,

P(An ‘ C) = P(Anfl) = Pn—1-
Substituindo, obtemos
pn=p(1 = pn-1) + (1 = p)pn-1.

Portanto, obtemos a seguinte equacao de recorréncia:
pn=(1-2p)pp—1+p, comp=1-p.

Resolvendo essa equagdo de recorréncia obtemos:

1—(1—2p)"> _ 1+ (1—2p)"
2p 2 ’

pn=(1—2p)”+p(

Exemplo 9. Escolhe-se um ponto uniformemente no intervalo [0,1]. Se o ponto cair em
{1 1} o0 processo termina imediatamente. Se cair no intervalo {O, %} 0 processo se repete,

2

1
"2
atual, o processo termina; se cair na metade esquerda, continua. Qual é a probabilidade de
0 processo terminar apds um numero finito de etapas?

agora dentro de [0 } O mesmo vale a cada etapa: se cair na metade direita do intervalo

Solugdo.

Em cada etapa do processo escolhe-se um ponto uniformemente no intervalo corrente.
Se o ponto pertencer a metade direita do intervalo, o processo termina; caso contrario, ele
se repete na metade esquerda.

Para que o processo continue por pelo menos n etapas, € necessario que, em cada uma
delas, o ponto escolhido pertenca a metade esquerda do intervalo. Como em cada etapa
essa probabilidade é %, temos

n
P(o processo durar pelo menos n etapas) = <2) .

Assim, a probabilidade de o processo nunca terminar é

1 n
P(o processo nunca terminar) = im (2> =0.
n—oo

Logo, a probabilidade de o processo terminar apds um ntmero finito de etapas é
P(o processo terminar em tempo finito) =1 —0 = 1.

Portanto, o processo termina quase certamente.

Exemplo 10. Langcamos uma moeda equilibrada n vezes e registramos a sequéncia de caras
e coroas. Qual € a probabilidade de ndo observarmos duas caras consecutivas na sequéncia?



Solugdo. Sejam k = cara,C = coroa e p, a probabilidade de ndo observar duas caras
consecutivas em n lancamentos de moeda. Uma maneira de resolver este problema é
determinar (usando recorréncias) o nimero total de sequéncias de comprimento n sem

KK, que é
_543V5 <1+\@>”+5—3\/5 (1—\/5>”

“n 10 2 10 2

Agora, como o nimero total de sequéncias de comprimento n é 2", e todas as sequéncias
sdo igualmente provaveis, obtemos

an_5+3\/5<1+\/5>"+5—3\/5 <1—\/5>”'

Pn =0 = 710 1 10 1
Uma outra maneira seria usar recorréncias. Sendo A, o evento em que para n langamen-
tos nao ha dois resultados cara (K K) consecutivos, segue que p, = P(A;). Condicionando

pelo resultado obtido no primeiro lancamento, segue que

Pn = P(An) = P(An | K).P(K) + P(4, | C).P(C)

Note que sendo o resultado do primeiro arremesso K, o segundo necessariamente terd
que ser C' (pois ndo queremos duas caras consecutivas), sobrando assim n — 2 langamentos
em que nao podem haver duas caras consecutivas, o que ocorrerd com probabilidade p,_o.
Além disso, a probabilidade de que os dois primeiros resultados sejam KC' é %.

No caso em que o primeiro resultado é C' os n — 1 restantes ndo posem apresentar duas
cara consecutivas, o que ocorrerd com probabilidade p,,_1.
Diante do exposto,

pn =P(An) = P(An | K).P(K) + P(A, | C).P(C) (12)
11 1
=Dn-2 - 59 + Pn—-1- 5 (13)
1 1
:ipn—l + zpn—Q (14)

Observe que também sabemos que p1 =1 e py = %. Usando a recorréncia, obtemos
ainda pp = 1. Assim, podemos resolver essa recorréncia. Obtemos a seguinte equagao
caracteristica: 1 1

22—~z — - =0.
2 4

A equag@o caracteristica tem raizes

_ 1445 1-+/5

4 4

I

de modo que a solucao geral é dada por

() ()

4 4

Usando pg =1 e p; = 1, obtemos

C5+43V5 (1+v6\"  5-3V5 (1-V5\"
Pn =" 1 T 0 4 '

Exemplo 11. Uma urna contém inicialmente n bolas brancas e n bolas pretas. Em cada
etapa do processo, retiram-se simultaneamente duas bolas da urna. Em seguida, procede-se
da sequinte forma:



e se as duas bolas retiradas forem da mesma cor, coloca-se na urna wma dnica bola
branca;

e se as duas bolas retiradas forem de cores diferentes, coloca-se na urna uma tUnica bola
preta.

O processo € repetido até que reste exatamente uma bola na urna. Determine a probabilidade
de que a bola final seja branca.

Solugdo.
Seja By o nimero de bolas brancas na urna apés a k-ésima etapa e P, o niimero de
bolas pretas. Inicialmente,

Observemos o efeito de cada possivel retirada:
e duas bolas brancas: B diminui em 2 e depois aumenta em 1, logo B diminui em 1;

e duas bolas pretas: P diminui em 2, mas adiciona-se uma bola branca, de modo que
P diminui em 2 e B aumenta em 1;

e uma branca e uma preta: B e P diminuem em 1 e adiciona-se uma bola preta, de
modo que P néao se altera e B diminui em 1.

Em todos os casos, a paridade do nimero de bolas brancas é preservada, pois B varia
sempre de uma quantidade impar. Como inicialmente By = n, a paridade de Bj permanece
a mesma ao longo de todo o processo.

Ao final, resta apenas uma bola na urna. Se ela for branca, entdo Bgna = 1, que é
impar; se for preta, entdo Bgna = 0, que é par.

Logo, a cor da bola final é completamente determinada pela paridade de n:

e sen é impar, a bola final é necessariamente branca;
e sen ¢é par, a bola final é necessariamente preta.

Portanto, a probabilidade de a bola final ser branca é

1, se n é impar,
P(bola final branca) =
0, sen épar.

Exemplo 12 (Caminhada aleatéria em uma reta). Um ponto comega na origem de uma
reta. A cada passo, ele se desloca uma unidade para a direita ou para a esquerda, com
probabilidades iguais. Qual é a probabilidade de o ponto atingir +3 antes de atingir —27

Solucao. Considere um passeio aleatorio simples na reta inteira. O ponto inicia na posi¢ao

0 e, a cada passo, desloca-se uma unidade para a direita ou para a esquerda, cada uma

com probabilidade 1/2. O processo é interrompido quando o ponto atinge +3 ou —2.
Para cada posi¢ao = € {—2,—1,0,1, 2,3}, definimos

p(z) = P(atingir + 3 antes de — 2 | inicio em z).

Nosso objetivo é determinar p(0).
As condigbes de contorno sao imediatas:



Para as posigbes intermediarias x = —1,0, 1,2, pelo principio da probabilidade total, o
préximo passo leva o ponto a x + 1 ou x — 1 com probabilidades iguais. Logo,

1 1

Multiplicando por 2, obtemos a equacdo de diferencas
p(z+1) —2p(x) + p(xr — 1) = 0.
A solucao geral dessa equacgao ¢é linear, isto é,
p(z) = ax + b,

onde a e b sdo constantes reais.
Usando as condigoes de contorno, temos:

3a+b=1, N 1
—2a+b=0. 5 5

Portanto, p(x) = %"2

Como o ponto comega na posi¢ao 0, a probabilidade procurada é p(0) = %

Problemas propostos

1. (Franca) Supoe-se que o tempo de um dia seja ou ensolarado ou nublado. A cada
dia, o tempo é o mesmo do dia anterior com probabilidade p. Ele é diferente com
probabilidade ¢ = 1 — p. Se em um determinado dia o tempo é ensolarado, a
probabilidade de que ele seja ensolarado n dias depois é denotada por s,.

(a) Mostre que, para todo n € N*,
sn=(P—q)sn-1+4¢

(b) Deduza que para todo n € N*|

1
sn =51+ —a)")
2. (Franga)Uma nova atragao foi inaugurada em um grande parque. Para todo inteiro
natural ndo nulo n, denota-se por p, = P(T},) a probabilidade do evento

T,: “ocorre um problema técnico no dia n nessa atracao”.

Supoe-se que nenhum problema técnico ocorra no momento da entrada em funci-
onamento, correspondente ao primeiro dia. De acordo com estudos realizados em
atragoes existentes, supoe-se que:

e se ocorre um problema técnico no dia n, entdo a probabilidade de que um
problema técnico ocorra no dia seguinte é %;

e se a atragdo nao sofreu nenhum problema técnico no dia n, a probabilidade de
que um problema técnico surja no dia seguinte é %
(a) Calcular a probabilidade de que a atragao ndo sofra nenhum problema técnico
na primeira semana



(b) Mostre que pn41 = 32pn + 2

(c) Calcule nhﬁrrolo Dn

3. Estamos no século XIV, no castelo de Poitiers. Ele ¢é triangular, ladeado por uma
torre em cada vértice: Leste, Norte e Sul. Partindo da torre Leste, o soldado de
guarda faz sua ronda sobre a muralha. Em cada vértice, para enganar o inimigo (e
o tédio), ele langa uma moeda: se der cara, ele continua no mesmo sentido; se der
coroa, ele retorna no sentido oposto.

Supoe-se que a moeda seja equilibrada, e denota-se por p, a probabilidade de que o
n-ésimo vértice pelo qual ele passa seja a torre Leste.

(a) Demonstrar que, para todo natural n,

[u—

Pn+1 = 5 (1 _pn)-

(b) Demonstrar que, para todo natural n,

1
Pn+1 = §+

()

Wl o

(c) Calcule Jim_pp,

4. (a) Vocé lan¢a uma moeda viciada repetidamente. Se P(cara) = p, qual é a proba-
bilidade de que duas caras consecutivas sejam observados antes de observarmos
duas coroas consecutivos? Por exemplo, este evento acontece se a sequéncia
observada for CKCKKCKCC...

(b) Eu lan¢o uma moeda viciada n vezes e registro a sequéncia de caras e coroas.
Assuma P(cara) = p (onde 0 < p < 1). Seja p, a probabilidade de que o
nimero de caras seja divisivel por 3. Escreva uma equagdo de recorréncias para
computar py.

(c) Deduza uma expressao explicita para p, em fungao de n.

5. Em um certo concurso, os jogadores possuem habilidades iguais e a probabilidade é
% de que um dos dois competidores especificados seja o vencedor. Em um grupo de
2™ jogadores, os jogadores sao emparelhados aleatoriamente uns contra os outros. Os
27~1 vencedores sdo novamente emparelhados aleatoriamente, e assim por diante, até

que reste um tnico vencedor. Considere dois competidores especificados, A e B, e
defina os eventos A;,7 < n, E por:

A;: A joga em exatamente ¢ concursos.

E: A e B nunca jogam um contra o outro.

(a) Encontre P(A;),i=1,...,n.
(b) Encontre P(E).

(c¢) Seja P, = P(E). Mostre que:

1 m 92 /1\2
P, = -) p_
" 2n—1+2n—1<2) -l




e use esta féormula para verificar a resposta obtida na parte (b).
Dica: Encontre P(E) condicionando em qual dos eventos A;,i = 1,...,n ocorre.
Ao simplificar sua resposta, use a identidade algébrica

sy A | 1-— ’I’L{L‘n_1 + (’I’L — 1).’En
E 1x =
P (1—x)?

Para outra abordagem ao resolver este problema, observe que ha um total de
2" — 1 jogos disputados.

(d) Explique por que 2" — 1 jogos sao disputados.
Numere esses jogos e deixe B; denotar o evento em que A e B jogam um contra
o outro no jogo ¢,7 =1,...,2" — 1.

(e) Qual é P(B;)?

(f) Use a parte (e) para encontrar P(FE).

6. A probabilidade de obter cara em um tnico lancamento de uma moeda é p. Suponha
que A comece e continue a lancar a moeda até que uma coroa apareca, momento
em que B comeca a lancar. Entdo, B continua a lancar até que uma coroa apareca,
momento em que A assume o controle, e assim por diante. Seja P, ,, a probabilidade
de que A acumule um total de n caras antes que B acumule m. Mostre que

Pn,m = ppn—l,m + (1 —P)(l - Pm,n)

7. Suponha que n ensaios independentes sejam realizados, com o ensaio ¢ sendo um
sucesso com probabilidade ﬁ Seja p, a probabilidade de que o niimero total de
sucessos resultantes seja um ntmero impar.

(a) Encontre p, paran =1,2,3,4,5.
(b) Proponha uma conjectura para uma férmula geral para p,,.
(¢) Derive uma férmula para p, em termos de p,_1.

(d) Verifique se a sua conjectura na parte (b) satisfaz a férmula recursiva na parte
(c). Como a férmula recursiva possui uma solug¢do tunica, isso prova que sua
conjectura esté correta.

8. Seja @), a probabilidade de que nenhuma sequéncia de 3 caras consecutivas apareca
em n lancamentos de uma moeda justa. Mostre que

1 1 1
Qn — 5@71—1 + ZQH_Q + éQn—iﬁ

Qo=0Q1=Q2=1

Encontre Qs.
(Dica: Condicione no resultado da primeira coroa).

9. Considere o problema da ruina do jogador, com a excecao de que A e B concordam
em jogar no maximo n partidas. Seja P,; a probabilidade de que A termine com
todo o dinheiro quando A comeca com i e B comega com N —i. Derive uma equacio
para P, ; em termos de P,_1,41 ¢ P,_1,_1, e calcule Py 3, N = 5.



10.

11.

12.

13.

Considere duas urnas, cada uma contendo bolas brancas e pretas. As probabilidades
de retirar bolas brancas da primeira e da segunda urna sdo, respectivamente, p e
p’. As bolas sao selecionadas sequencialmente com reposicao da seguinte forma:
com probabilidade «, uma bola é inicialmente escolhida da primeira urna, e com
probabilidade 1 — «, ela é escolhida da segunda urna. As sele¢des subsequentes sao
feitas de acordo com a regra de que, sempre que uma bola branca é retirada (e
reposta), a proxima bola é retirada da mesma urna; mas quando uma bola preta é
retirada, a préxima bola é retirada da outra urna. Seja «,, a probabilidade de que a
n-ésima bola seja escolhida da primeira urna.

Mostre que:
1 =an(p+p —1)+1-p n>1

e use esta formula para provar que:
1—p 1—p / 1
= — e _ 1 n—
v (a 2—p—p’) ptp—1)
Seja P, a probabilidade de que a n-ésima bola selecionada seja branca. Encontre P,.
Além disso, calcule lim a, e lim P,.
n—oo n—oo

O Problema da Elei¢io. Em uma eleicdo, o candidato A recebe n votos e o candidato
B recebe m votos, onde n > m. Assumindo que todas as (n + m)!/n!m! ordenagoes
de votos sao igualmente provaveis, seja P, ,, a probabilidade de que A esteja sempre
a frente na contagem dos votos.

(a) Compute Py 1, P31, P32, Ps1, Pi2, Ps3.

(b) Encontre P, 1, Py 2.

(c) Com base nos seus resultados, conjecture o valor de P, p,.

(d) Derive uma recursdo para P, ,, em termos de Pp,—1m, € Py 1.

(e) Use a parte (d) para verificar sua conjectura na parte (c) por meio de uma prova
por inducdo em n + m.

Como um modelo simplificado para previsao do tempo, suponha que o tempo (timido
ou seco) amanha serd o mesmo que o tempo hoje com probabilidade p. Mostre que
se o tempo esta seco em 1° de janeiro, entao P,, a probabilidade de estar seco n dias
depois, satisfaz
P,=02p—1)P,1+(1—=p) n>1
Ph=1
Prove que
1 1

Uma caixa contém inicialmente 1 bola branca e 1 bola preta. A cada etapa, realiza-se
o seguinte procedimento:

e retira-se uma bola ao acaso da caixa;

e devolve-se essa bola a caixa juntamente com outra bola da mesma cor.

Apos n etapas, seja P, a probabilidade de que a caixa contenha o mesmo niimero de
bolas brancas e pretas.



(a) Determine uma recorréncia para P,.

(b) Calcule explicitamente P,.
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