Razao cruzada e geometria projetiva

Carlos Shine

1 Razao cruzada

A razao cruzada, como veremos, é bastante versatil e poderosa. Para isso, precisamos defini-la de trés
formas.

1.1 Pontos em uma reta

Sendo A, B,C, D pontos em uma reta, a razao cruzada desses pontos é

AC /AD  AC-BD
ABC,D)= = | == = 22—
(4,B;C, D) BC/BD AD - BC
Aqui, comprimentos de segmentos tém sinal, ou seja, AB = —BA. A orientagdo escolhida em cada

reta nao importa, pois se a trocarmos a razao cruzada nao muda. Em geral, imaginamos os pontos na
ordem AC'BD na reta, mas isso nao precisa ser seguido, ou seja, a razdo cruzada pode ser definida nao
importando a ordem em que os pontos estao na reta.

Usaremos livremente as propriedades de segmentos orientados XY +YZ = XZ e XY =2Y — ZX
(que na verdade sao equivalentes) para X,Y, Z colineares em qualquer ordem.

1.2 Retas por um ponto

Sendo a, b, ¢, d retas com um ponto comum, defina Z(x,y) como o dngulo (com sinal) entre z e y. Da
mesma forma, a orientagdo ndo importa (embora o usual seja o sentido anti-horario). A razao cruzada
dessas retas é

(a,b;c,d) = Sené(a,c)/seng(a,d) sen Z(a, ¢) sen Z(b, d)

sen Z(b,c)/ sen/(a,d) B sen Z(a,d)sen Z(b,c)’

1.3 Pontos em um circulo
Sendo A, B, C, D pontos em um circulo w, a razao cruzada desses pontos é

(A.B:C, D), = AC/AD _ AC-BD

~ BC/ BD  AD-BC’

Aqui, como usual, tudo tem sinal. A orientacdo escolhida em cada circulo ndo importa (novamente,
o usual é o sentido anti-hordrio), pois se a trocarmos a razéo cruzada nao muda.

2 Propriedades

2.1 Propriedades basicas

Vamos provar algumas propriedades para pontos em uma reta. Mas é possivel adaptar algumas delas
para retas por um ponto e pontos no circulo.

Lema 1 (Contas bésicas). Se (4,B;C,D) =r,



* (C,D;A,B) = (B, A;D,C) =3
e (B,A;C,D) = (A,B;D,C) = 1;
e (A,B;C,D)+ (A,C;B,D) =1.

Demonstracdo. A tnica demonstragao que nao é substituicao simples é a do dltimo item. Mas é sé fazer
conta e usar XZ = XY +YZ:

AC-BD AB-CD _ (AB+ BC)(BC +CD)— AB-CD

(A4, B;C, D)+ (A, G B, D) = G555+ Ap cp AD - BO
_ BC(AB+BC +CD)+ AB-CD -~ AB-CD _ BC-AD _
a AD - BC " AD-BC

2.2 Algumas razoes cruzadas importantes

Uma razao cruzada simples mas util é a razao cruzada 1. De fato, se (A, B;C,D) = 1 entao A = B ou
C = D: temos (A,C;B,D) =1— (A,B;C,D) =0 <= 480 =0 <= A=BouC=D.

2.3 Quadruplas harmonicas
O outro caso importante é quando a razao cruzada é —1. Nesse caso, temos

AC  AD
BC ~ BD’
O sinal quer dizer que um dos pontos C, D estd no segmento AB e o outro estd fora do segmento
AB. Também podemos dizer que C' e D sdo conjugados harmoénicos.
Essa razao aparece muito por diversos motivos que explicaremos mais tarde.
Vamos comecar com algumas propriedades bésicas.

Lema 2 (Propriedades bésicas de quadruplas harmoénicas). Se (A, B; C, D) = —1, entao
e AB é a média harmonica de AC' e AD, ou seja,

2 _ 1,1
AB  AC ' AD’

e Sendo O o ponto médio de AB, OC - OD = QA2

e Os circulos de diametros AB e CD sao ortogonais.

Demonstragao. Lembre que (A4, B;C,D) = —1 é equivalente a AC' - BD = —AD - BC.
Em geral, é s6 fazer conta: para a primeira propriedade,

AC-BD =—-AD-BC < AC-(AD — AB) = —AD - (AC — AB)

2 1 1
< 2AC-AD=AB-AC+AD-AB <— — = — + —.
* AB ~ AD ' AC
Para a segunda propriedade, é sé continuar a conta: sendo ATB = AO"‘% = 0B,

1 1 1 1 1 1

OB AD "T4AC < 0B OD—-04 "0C—04
s —(0A—0C)(OA—-0D) = O0AOC + 0D —204) <= OA®> = OC -OD.

A terceira propriedade é direto de poténcia de ponto: a poténcia de A com relacdo ao circulo de
diametro CD é OC - OD = OA?, de modo que OA é tangente ao circulo de didmetro CD. Como O é o
ponto médio de AB, os circulos de diametros AB e C'D sao ortogonais. O



Talvez vocé ache mais rapido provar as propriedades anteriores se usar coordenadas na reta: temos
AC-BD=—-AD -BC <= (a—c)(b—d)=—(a—d)(b—c) < (a+b)(c+d)=2ab+ 2cd.

As duas primeiras propriedades do Lema 2 sdo obtidas colocando a origem em a =0 e 0 = “7“’ =0,
respectivamente.

2.4 Pontos médios, bissetrizes e pinceis harmonicos

Olhando a primeira propriedade de quadruplas harmoénicas, se fizermos D = oot, 1/AD = 0, e obtemos

2 1
— =0+ — <= AB =2AC
AB T ac ’
ou seja, C' é ponto médio de AB.
A igualdade g—g = —g—g lembra o teorema das bissetrizes, nao? De fato, se P é um ponto fora da

reta ABCD e PB e PD sao as bissetrizes interna e externa, a igualdade acima é verdadeira; além disso,
PB e PD sao perpendiculares.

De certo modo, a volta é verdadeira: considere um pincel harmonico, ou seja, retas a, b, c,d por um
mesmo ponto tais que (a,b;e,d) = —1. Se Z(¢,d) = 90°, sen Z(b,d) = sen(Z(b,c) + 90°) = cos Z(b, ¢),
sen Z(a,d) = sen(Z(a,c) + 90°) = cos L(a,c), e

sen Z(a, ¢) sen Z(b, d)
sen Z(a,d)sen Z(b, c)

=—1 <= senZ(a,c)cos Z(b,c) = —cos Z(a,c)sen Z(b,c)
< sen(Z(a,c) + £(b,c)) =0,

que é equivalente a Z(a,c) = Z(c,b), ou seja, b é bissetriz de Z(a,c).
Chegamos entao as seguintes propriedades:

Lema 3 (Pontos médios, bissetrizes e razoes cruzadas). Razoes cruzadas tém relagoes importantes com
pontos médios e bissetrizes.

e Sendo A, B, C colineares, C é ponto médio de AB se, e somente se, (A, B;C,00) = —1.

e Sendo (a, b; ¢, d) um pincel harmoénico, ¢ é bissetriz de Z(a,b) se, e somente se, Z(c,d) = 90°.

3 Propriedade fundamental e projecgoes

A razao cruzada é um invariante frequente.

Lema 4 (Razao cruzada é tudo igual). (i) (Retas e pontos) Sendo a, b, ¢, d retas que passam por um
ponto comum P e sendo r uma reta que nao passa por P e corta a,b, c,d nos pontos A, B,C, D,
respectivamente,

(a,b;c,d) = (A, B; C, D).

(ii) (Pontos no circulo e retas) Sendo P, A, B, C, D pontos em um circulo w,
(A,B;C,D),, = (PA,PB; PC,PD),
em que a segunda razao cruzada é de retas. Note que P pode ser qualquer ponto no circulo.

Demonstragdo. A parte (ii) é direta da lei dos senos. A parte (i) sai com a férmula de &rea.

ltecnicamente, ha mais pontos do infinito, mas em cada reta hé exatamente um ponto do infinito.



A B H C D

Sendo H a projegao ortogonal de H sobre 7,

(A.B:C.D) = AC-BD  [PAC]-[PBD] $PA-PCsen/(a,c)-5PB-PDsenZ/(b,d)
"7 AD-BC  [PAD]-[PBC]  JPA-PDsenZ(a,d)- 3PB-PCsenZ(b,c)
_ sen Z(a,c)sen Z(b,d)

~ sen Z(a,d)sen Z(b, c)

= (a,b;¢,d).

O

Por causa da propriedade fundamental, podemos transferir razoes cruzadas a partir de projecoes (ou,
mais tecnicamente, projetividades).

Podemos denotar a proje¢ao por um ponto P por P(A,B;C,D) A (E,F;G,H) ou (A,B;C,D) =
(E,F;G,H). E claro que (4,B;C,D) = (E,F;G,H).

P

E

A B c D

Por causa disso, muitas propriedades de razoes cruzadas para pontos se transferem para retas e
circulos. Por exemplo, se (a,b;¢,d) =1 entdao a = b ou ¢ = d.
3.1 Transformando igualdade de razoes cruzadas em projecao

Se (A, B;C,D) = (E, F;G, H), nao necessariamente essas quiadruplas sdo perspectivas (ou seja, AE, BF,
CG e DH passam por um mesmo ponto). De fato, é querer demais que quatro retas sejam concorrentes.
Mas dé para conseguir um bom critério para trés retas concorrentes. Que tal?

Lema 5. Sejam A, B,C, D pontos sobre uma reta e A, X,Y, Z pontos sobre outra reta (sim, as duas
retas se cortam em A). Os sete pontos sao distintos. Entao se (A, B;C,D) = (4,X;Y,Z), entdo
(A,B;C,D) A (A, X;Y, 7). Ou seja, as retas XB, YC e ZD sao concorrentes.

Demonstragdo. Seja P a intersecao de X B e Y C. Defina Z’ como a intersecao de PD e a reta AXY.
P




Da propriedade fundamental, (A, X;Y, Z) = (A, B;C, D) £ (A, X;Y,Z"), o que implica

X7 _ Xz
AZ  AZ'
Como A#X,Z=27". O

— (X,4;2,7")=1.

3.2 Um critério para colinearidade

Transferindo a propriedade de pontos para retas temos o seguinte lema, que serve para provar que trés
pontos sao colineares.

Lema 6. Sejam a,b, c,d retas que passam por um ponto e a,x,y,z retas que passam por um outro
ponto. As sete retas sdo distintas. Entéo se (a,b;c,d) = (a,x;y, z) entdo bNx, cNy e dN z representam
pontos colineares.

Demonstracao. Sejam K e L as intersecoes de b,z e c,y, respectivamente. A reta KL corta d em M e
zem M’'. Seja A a intersecido de KL e a. Note que A, K, L, M, M' sdo colineares.

P

Q

Entao (A, K; L, M) = (a,b;¢,d) = (a,x;y,2) = (A, K; L, M'), o que implica M = M’, o que termina
a demonstracao. O

4 Geometria projetiva via razoes cruzadas
Primeiro, vamos ver porque quadruplas e pinceis harmonicos sao tao importantes.

Lema 7. Seja C' um ponto sobre a reta AB. Considere um ponto P fora de AB e ponto @ sobre PC.
As retas AQ e PB se cortam em F' e as retas BQ e PA se cortam em E. As retas EF' e BC' se cortam
em D. Sendo G a intersecao de PC e EF, (A,B;C,D) = (E,F;G,D) = —1.

Demonstrag¢ao. Vocé deve conhecer a demonstracao com Ceva e Menelaus, mas tem essa s6 com razdes
cruzadas!

P

A C B D

De fato, é s6 usar as propriedades:

(E,F;G,D) £ (A,B;C, D)2 (F,E:G, D).



Mas (F,E;G,D) = m, logo, como E # F e D # G, (E,F;G,D) # 1, de modo que

1

(EaF;GaD): (E,F,G,D)

<~ (E,F;G,D)=-1.
E claro que (A, B;C, D) = —1 também. O

4.1 Polar e polo via razoes cruzadas

Usando um circulo de referéncia w, podemos definir polar.

Lema 8. Sejam w um circulo e A um ponto que néo esta sobre w. Construa uma reta por A que corta
wem B e D. Seja C o conjugado harmoénico de A com relagdo a B e D. Entao todos os pontos C
construidos dessa forma estao sobre uma reta a. Essa reta a é a polar de A, e A é o polo da reta a.

Demonstracdo. Construa a reta AO, sendo O o centro de w. Essa reta corta w em By e Dy. Sendo ABD
uma reta que corta w em B e D, com C sendo o conjugado harménico de A com relagao a B e D, o
ponto C estd sobre a reta que passa por P, intersecao de BBy e DDy, e @, intersecao de BDg e DBy.

P

Mas, sendo BgDg diametro, ByD e DoB sao alturas de PByDy. Logo Q é o ortocentro de PByDy,
e CCy é perpendicular a ByDy. Como By, Cy e Dy sao fixados (Cy é o conjugado harménico de 4), O

H4 alguns corolarios importantes: como A e C sao conjugados harmonicos, a polar de C' passa por
A. Com isso, provamos a dualidade (La Hire): se um ponto P estd na polar de @, entdo @ estd na polar
de P.

Também, como provamos que se (A, Cy; Bg, Dg) = —1 entao os circulos de diametros ACy e ByDy
sdo ortogonais, entdo se A estd fora de w, sua reta polar passa pelos pontos de tangéncia das retas por
Aaw.

Finalmente, para completar a definigao, para valer La Hire para pontos P sobre w, a polar de P é a
tangente a w por P.

5 Alguns teoremas classicos via razoes cruzadas

Muitos dos teoremas a seguir tém demonstragoes até melhores, mas sao boas oportunidades para treinar.
Como eles sao conhecidos, vamos direto as demonstragoes.



5.1 Teorema de Pappus

A ideia é provar que, digamos, M P, AZ e C'X sd@o concorrentes. Vamos achar um sétimo ponto para
usar o lema de proje¢do. Um candidato natural é Y (ou B), que estd nas retas AY e CY. Usando as
ideias do lema, queremos entao provar que

(Y, M; A,T) = (Y, P;U,C),

em que T é a intersecao de CX e AY e U ¢ a intersecao de AZ e CY.
Projetando tudo sobre OABC, temos

(Y, M; A, T) 2 (0,B; A,C) £ (v, P;U, C).

Isso termina a demonstragao. O

5.2 Teorema de Desargues

O A D X w

Se AX, BY e C'Z sao concorrentes em O, a ideia é provar que P, (Q e R sao colineares. Uma maneira
é mostrar, por exemplo, que

(AX,AP; AQ, AR) = (XA, XP; XQ, XR).

Vamos projetar tudo por X em PBC e por A em PYZ. Sejam D e W as interse¢oes de PB e PY
com OA, respectivamente. Entao

(AX,AP; AQ.AR) = (D,P;C,B) 2 (W, P; Z,Y) = (XW, XP; XQ, XR).

Como as retas AX e XW coincidem, P, @ e R, intersecoes de AP, XP, AQ,XQ e AR, XR, sao
colineares.

Se P, @@ e R sao colineares, aplicando o que acabamos de provar aos triangulos QAX e PBY mostra
que QANPB = {C}, QXNPY = {Z} e AXNBY sao colineares, ou seja, AX, BY e CZ sdo concorrentes.



5.3 Teorema de Pascal

Vamos provar que, por exemplo, XZ, CD e AF sao concorrentes, usando como sétimo ponto FE.
Assim, sejam K e L as interse¢oes de DE com AF e de EF com CD.
Os dois pontos do circulo que parecem ser naturais para projetar sdo A e C. De fato,

(AD, AF; AB,AE) = (CD,CF;CB,CE) < (D,K;X,E)=(L,F;Z,E).

Como E é comum, as retas DL = CD, KF = AF e XZ sao concorrentes, ou seja, X, Y e Z sao
colineares.

6 Problema 2, OBM 2025

Seja ABC' um tridngulo acutangulo com AB < AC e seja I' sua circunferéncia circunscrita. Defina M
como o ponto médio do lado BC, e D, E e F como os pés das alturas relativas aos lados BC, AC e
AB, respectivamente. Tome o ponto N como a intersecao de EF' e AM. Sejam R, S as intersegoes de
EF eT, de forma que R esteja no arco menor AB de I' e S esteja no arco menor AC de I'. Além disso,
suponha que BS e C'R se encontram no ponto 7. Mostre que DA é bissetriz do angulo ZT'DN.

Solucdo. Defina P como a intersecao de RS e BC.

Primeiro, note que (B,C; P, D) = —1, pois as alturas AD, BE e C'F s@o concorrentes. Além disso,
T também estd na polar de P (construcdo da polar sé com a régua). Com isso, a polar de P é DT e
podemos limpar um pouco a figura. Sejam ) a intersecao de AP e I', e X a intersecao de DT e RS.



Por outro lado, como ABC e AEF sao semelhantes e AD e AO sao conjugados isogonais, AO | EF,
o que implica AR = AS. Com isso, ZRQP = ZASR = ZARS = ZAQS, ou seja, QP é bissetriz externa
de ZRQ@S. Por outro lado, como X pertence & polar de P, (QP,QX;QR,QS) = (P,X;R,S) = —1, logo
QX é bissetriz interna de ZRQ@S, de modo que ZAQX = 90°.

E bem conhecido que, sendo H o ortocentro de ABC, QH | AQ: de fato, sendo P o centro radical
dos circuncirculos de AEF (de didmetro AH), BCEF e ', AQFFE é ciclico, de modo que ZAQH = 90°.
Agora, AH = 20M, de modo que HM corta AO no ponto diametralmente oposto a A em I'. Com isso,
H, M, Q e X sao colineares.

Agora é s6 projetar: sendo XT a polar de P,

—1=(XT,XP;XA,XQ) = (D,P;XANBC,M) 2 (ADN RS, P; X, N) = (DA, DP; DT, DN),

e como AD 1 DP, DA bissecta ZTDN. O

Pareceu complicado? Os pontos @ e X parecem carteados? Pois bem, da para simplificar bem a
solugao se a gente nao for purista e se dispuser a fazer umas continhas bem simples.

Solugdo (E importante ndo ser purista). Como antes, seja P a intersecdo de RS e BC.

Como na solugao anterior, T' estd na polar de P e (P, D; B,C') = —1 implica D estar na polar de P.
Assim, T'D é a polar de P. Logo OP L TD, e ZADT = ZOPM, cuja tangente é %. Limpando a
figura temos:




Nossa missao é entdo provar que tg ZADN = %. Mas essa tangente nao é dificil de calcular:

te ADN = SM£ADN _ senZADN _ [AND]/(AD-DN) _ AN -DM
& _COSZADN_SGHZMDN_[MND]/(DM.DN)_MN,AD'

Agora, lembrando que ZAEF = /B, /FEM = ZAe EM = EM = BM = CM (M é o circuncentro

de BCEF),
AN [ANE] AE-ENsenB 2AE-AC

MN [MNE] EM-ENsenA  BC?

Com isso,
2AFE - AC - DM
e sADN = "pen ap
€ queremos provar que
2AE-AC-DM _ OM
BC2-AD  PM’

Mas sabemos que (P, D; B,C) = —1, de onde DM - PM = BM?. Sendo H o ortocentro de ABC, a
conta acima se reduz a

AE-AC =20M - AD <= AFE-AC = AH - AD,

que é conhecido.
Mais uma solucao, sem trigonometria.
Solugdo (Rafael Filipe). Sejam K o polo de BC e P a intersegao de BC e RS.

A

K

Como nas solugoes anteriores, DT é a polar de P. Como P estd sobre BC, por dualidade (ou La

Hire), K estd sobre DT.



Agora, as figuras ABKC e AEMC sao semelhantes (conhecido — calcule angulos para ver que M é
o ponto de EF no circuncirculo de AEF), logo

AN AL
AM — AK’
Isso implica ANL e AM K semelhantes, logo NL e M K sao paralelos, ou seja, NL 1. BC. Queremos
/NKL=/MDK, que é o mesmo que NDL e KDM semelhantes, ou melhor, ainda, queremos

NL KM — NL DL
DL DM MK DM’
Mas isso é facil: das semelhancas entre ANL e AMK e entre ADM e NLM,

NL AN DL
MK NM DM’

7 Problemas

1. Seja ABC D um quadrildtero convexo, P a intersecdo das retas AB e C'D, ) a intersecdo das retas
AD e BC e O a intersecao das diagonais AC e BD. Prove que se ZPOQ é um angulo reto entao
PO é bissetriz de ZAOD e QO ¢é bissetriz de ZAOB.

2. (Um cldssico) Prove o teorema da borboleta: seja AB uma corda de um circulo e M seu ponto
médio. Duas cordas CD e EF passam por M. As cordas CE e DF cortam AB em P e (). Prove
que M é também ponto médio de PQ.

3. Seja I' um circulo e A um ponto exterior a I'. As retas tangentes a I' que passam por A tocam T’
em B e C. Seja M o ponto médio de AB. O segmento M C corta I' novamente em D e a reta AD
corta I" novamente em F. Sendo AB = a e BC = b, calcular CE em funcdo de a e b.

4. Seja w o circuncirculo do triangulo ABC e O seu circuncentro. Por C', construimos uma reta
tangente a w que intersecta AB em M. Uma reta por M e perpendicular a OM intersecta os
prolongamentos de BC' e AC em P e @, respectivamente. Mostre que PM = MQ.

5. Seja ABC' um triangulo acutangulo e H seu ortocentro. As retas BH e C'H cortam AC e AB
em D e FE, respectivamente. O circuncirculo de ADFE corta o circuncirculo de ABC em F # A.
Provar que as bissetrizes internas de ZBFC e ZBHC se cortam em um ponto sobre o segmento
BC.

6. Os pontos A, B,C, D, E estdo em um circulo w e P estd fora do circulo de modo que PB e PD
sdo tangentes a w, P, A e C sdo colineares e DFE ¢é paralelo a AC. Prove que BE bissecta AC.

7. Seja My um ponto sobre o lado AB do quadrilitero ABC'D. Seja Ms a intersecdo de DM; e BC,
M3 a intersecao de AM, e C'D, M, a intersecao de BM3 e DA, e assim por diante. Prove que

8. Um quadrilatero ABCD estd inscrito em um circulo k£, onde AB é maior que CD e AB nao é
paralelo a CD. O ponto M é a intersecao das diagonais AC' e BD, e a perpendicular de M a
AB intersecta o segmento AB no ponto E. Se EM bissecta o angulo CED), prove que AB é um
diametro de k.

9. Sejam H e M o ortocentro de um triangulo acutangulo ABC' e o ponto médio de BC, respectiva-
mente. A circunferéncia de diametro AH intersecta AB e AC nos pontos D e E, respectivamente.
O ponto P é definido como o encontro de AH com DE e a reta que passa por H e é perpendicular
a AH intersecta DM no ponto Q. Prove que P, @ e B sao colineares.
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10.

11.

12.

No quadrildtero ciclico ABCD, sejam E a intersecdo de AD e BC, com C entre Be E, e F a
intersecdo de AC' e BD. Seja M o ponto médio de CD e N # M um ponto no circuncirculo de
ABM tal que % = g—%. Prove que E, F' e N sao colineares.

Para um triangulo ABC, ' é a circunferéncia circunscrita e D é um ponto no prolongamento de
AB por A. Os pontos E € T" e F € T sdo tais que DE e DF sao tangentes a I' e EF corta AC
em T # C. O ponto P, diferente de B e de C, é um ponto no arco BC', que nao contém A, e PD
corta I' em @ # P. Seja X # ) o ponto de intersecao de BQ e DT, e PT corta I' em Y # P.
Prove que C, X e Y sao colineares.

Seja ABC D um quadrilatero inscrito em um circulo w, tal que existe um ponto P sobre o prolon-
gamento de AC tal que as retas PB e PD sdo tangentes a w. A reta tangente a w que passa por
C corta a reta PD em () e a reta AD em R. Seja FE o segundo ponto de intersecdo de AQ e w.
Prove que B, E e R sao colineares.
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