Razao cruzada e geometria projetiva — solugoes dos problemas

Carlos Shine

1. Seja ABCD um quadrildtero convexo, P a intersegao das retas AB e CD, @ a interse¢ao das retas AD e BC e
O a intersecao das diagonais AC e BD. Prove que se ZPOQ é um angulo reto entdo PO é bissetriz de ZAOD
e QO ¢ bissetriz de ZAOB.

Solugao. Esse problema sai direto do fato de que (OP,0A;0Q,0C) = —1.

2. (Um cléssico) Prove o teorema da borboleta: seja AB uma corda de um circulo e M seu ponto médio. Duas
cordas CD e EF passam por M. As cordas CFE e DF cortam AB em P e (). Prove que M é também ponto
médio de PQ.

Solugao. Sabemos que, no circulo, (DA, DC; DB, DF) = (EA,EC; EB,EF).

%Q
fal
Ai (A, M;B,Q) = (A, P; B, M) e é s6 fazer conta:

AB-QM _ AB-PM __ AM+MQ _ BM +PM
AQ-BM ~ AM -BP MQ — PM

<~ PM = QM.

3. Seja I' um circulo e A um ponto exterior a I'. As retas tangentes a I' que passam por A tocam I' em B e C.
Seja M o ponto médio de AB. O segmento MC corta I' novamente em D e a reta AD corta I' novamente em
E. Sendo AB = a e BC =, calcular CE em fungao de a e b.

Solucao. Seja P a intersecao de BC' e AFE.

Entao ja sabemos que (E,D;P,A) = -1 <— (CE,CD;CP,CA) = -1 < (CENAB,M;B,A) = —1.
Como M é ponto médio de AB, CE é paralelo a AB.

Logo ZECB = ZABC = /ZBEC, de modo que BCFE é isésceles com /ECB = /BEC = /ZABC = LZACB.
Logo BCE e ABC sao semelhantes, e

CE BC

2
BC ~ AB a

b
~— CFE =
a



4. Seja w o circuncirculo do tridngulo ABC e O seu circuncentro. Por C, construimos uma reta tangente a w que
intersecta AB em M. Uma reta por M e perpendicular a OM intersecta os prolongamentos de BC e AC' em P
e (), respectivamente. Mostre que PM = MQ.

Solucao. Trace a polar m de M. Como C'M é tangente ao circulo, C' € m, e sendo OM 1 PQ, PQ é paralela a
m.

P

Q

O problema acaba imediatamente notando que (CM, m; CA,CB) = —1 e projetando por C: (M,C,Q, P) =
—1.

5. Seja ABC um triangulo acutangulo e H seu ortocentro. As retas BH e CH cortam AC e AB em D e E,
respectivamente. O circuncirculo de ADFE corta o circuncirculo de ABC em F # A. Provar que as bissetrizes
internas de ZBFC e ZBHC se cortam em um ponto sobre o segmento BC'.

Solugdo. Sabemos que o circulo de diametro BC passa por D e E, logo os eixos radicais AF, DE e BC se
cortam no centro radical T

Seja K # A a intersecao de AH e o circuncirculo de ABC. Entao K é a reflexao de H em BC, de modo que
BK =BH e CK =CH.

O ponto T é o conjugado harmoénico de AH N BC. Assim

FB KB BH

—1 = (AT, AK; AB, AC) = (F,K: B,C) = 1o =70 = e

0 que termina o problema.



6. Os pontos A, B,C, D, E estdo em um circulo w e P estd fora do circulo de modo que PB e PD sdo tangentes a
w, P, A e C séo colineares e DFE é paralelo a AC. Prove que BFE bissecta AC.

Solugao. Temos
—1=(A,C;BDNAP,P) 2 (A,C;D,B) = (EA,EC; ED, EB),

logo sendo E'D paralelo a AC, EB bissecta AC.

D

7. Seja M7 um ponto sobre o lado AB do quadrilatero ABCD. Seja M> a intersecao de DMy e BC', M3 a intersecao
de AMs e CD, M, a intersecdo de BM3 e DA, e assim por diante. Prove que M3 = Mj.

Solucdo. Sejam E e F as intersegoes de AB e CD e AD e BC, respectivamente.

F

Entao
(E,A; B, M) 2 (C,F; B, My) 2 (C, D; E, M3) £ (F, D; A, M,) £ (B, E; A, M5).

A cada quatro iteragoes, rodamos F, A, B — B, FE, A; logo, depois de trés rodadas, ou seja, doze interagoes,
voltamos ao lugar, ou seja, (E, A; B, M) = (E, A; B, My3). Com isso, M3 = M.

8. Um quadrildtero ABC D esté inscrito em um circulo k, onde AB é maior que CD e AB néo é paralelo a CD.
O ponto M é a intersecao das diagonais AC e BD, e a perpendicular de M a AB intersecta o segmento AB no
ponto E. Se EM bissecta o dngulo CED, prove que AB é um diametro de k.

Solugdo. J4 temos de cara que (AB, EM; ED, EC) = —1. Projetando sobre C'D, e sendo P a intersegido de AB

e CD e R a intersecao de EM e CD, temos (P, R; D,C) = —1. Logo R, Q, M e, portanto, E, estdao na polar de
P.



Mas a polar de P é perpendicular a reta OP, sendo O o centro do circulo. Mas essa polar também é perpendicular
a PB, logo O pertence a PB. Isso termina o problema.

. Sejam H e M o ortocentro de um tridangulo acutangulo ABC e o ponto médio de BC, respectivamente. A
circunferéncia de diametro AH intersecta AB e AC nos pontos D e E, respectivamente. O ponto P é definido
como o encontro de AH com DFE e a reta que passa por H e é perpendicular a AH intersecta DM no ponto Q).
Prove que P, @ e B sao colineares.

Solucdo. O enunciado descreve de modo um pouco enrolado que BE e CD sao alturas, pois /ZHDA = /HFA =
90°. Seja também T a intersecao de DF e BC.

T B M c

Sabemos que (AT, AH; AB, AC) = —1, logo (T, P; D, E) = —1. Por outro lado, como QH L AH e AH 1 BC,
QH e BC sao paralelos. Logo, sendo M ponto médio de BC,

—~1=(HM,HQ; HC,HB) £ (M,Q: D, BEnDM) £ (T, BQn DE; D, E).

Logo (T, P;D,E) = (T,BQNDE; D, E), o que implica P ser a intersecdo de BQ e DE. Em particular, B, P e
Q sao colineares.

Solugdo (Usando lema de colinearidade). Queremos provar que P, () e B s@o colineares, o que é equivalente a
(DH,DP;DQ,DB)=(HD,HP; HQ,HB).
Projetando sobre BC, queremos entao
(C,T;M,B) = (C,AH N BC; Q, B),

em que (), € 0 ponto do infinito de HQ e BC.

Sendo I a interse¢do de AH e BC, e observando que ggo"‘ =1, queremos

CM-TB CQ.-FB

CB-TM ~ CB FO. < CM-TB=TM -FB
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Colocando a origem em M na reta numerada BC, de modo que ¢ = —b, temos que provar que

c(t—b) =t(f —b) = —bt+b*=tf —bt < b*> = ft.

Mas isso é verdade pois (T, F; B,C) = —1.

No quadrilatero ciclico ABCD, sejam E a intersecao de AD e BC, com C entre B e F, e F a intersecao de AC
e BD. Seja M o ponto médio de CD e N # M um ponto no circuncirculo de ABM tal que 4M = g—%. Prove

MB
que FE, F e N sao colineares.

Solugao. E sempre bom considerar a segunda intersecao entre reta e circulo. No caso, sejam P a segunda
interse¢ao de C'D e o circuncirculo de ABM e K a interse¢ao de AB e C'D.

E

Por poténcia de ponto, KP- KM = KA- KB = KC - KD, de modo que P é o conjugado harménico de K com
relacdo a CD, ou seja, (K, P;C,D) = —1. Com isso, P pertence & reta EF. Além disso, (K, EF N AB; A, B) =
—1.

Por outro lado, como % = g—ﬁ, (M,N; A, B) = —1. Projetando sobre AB temos

(PM,PN;PA,PB) = -1 « (K,PNNAB;A, B)=—1.

Portanto EFFN AB = PN N AB, ou seja, E, F e N sao colineares.

Para um triangulo ABC, T" é a circunferéncia circunscrita e D é um ponto no prolongamento de AB por A. Os
pontos E € T' e F' € T" sdo tais que DE e DF sao tangentes a I' e EF corta AC em T # C. O ponto P, diferente
de B e de C, é um ponto no arco BC, que nao contém A, e PD corta I' em @ # P. Seja X # @ o ponto de
intersecao de BQ e DT, e PT corta I’ em Y # P. Prove que C, X e Y sio colineares.

Solugao. Como EF é a polar de D, sejam R e S as intersegoes de DT e I' (para aproveitarmos que (D, T; R, S

) =
—1). Agora, como —1 = (D, T; R, S) 4 (B,C; R, S), projetando por S em BC, temos que (B,C; RSNBC,U) =
—1, em que U é a intersecao de BC com a tangente por S. Se projetarmos por R obtemos (B,C; RSNBC,V) =
—1, em que V ¢ a intersecao de BC' com a tangente por R. Logo U = V, ou seja, o polo K de RS pertence a
BC. Como D pertence a k = RS, K pertence a d = FF. Com isso, K ¢é a interse¢do de BC' e EF.
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Note que provamos que KT D é um triangulo autopolar, assim a polar de T' é K D.

Vamos colocar P@Q no jogo: note que tracamos PT mas nao Q7. Seja entdo Z # @ a intersecdo de QT com TI'.
Entao a polar t de T é a reta que passa por PQNY Z e PZNQY. Mas a intersegao de t e PQ é D, logo D esta
sobre Y Z.

Mas a polar de QY N PZ é a reta que passa por T, intersecio de QZ e PY, e D, intersecdo de YZ e PQ, ou
seja, k =TD. Logo QY N PZ é na verdade K.

O problema agora acaba considerando o quadrildtero BCY Q: o ponto X', intersecao de CY e B(Q), pertence &
polar DT de K, logo X’ é intersecdo de DT, BQ e C'Y. Mas BQ e DT se cortam em X, logo X = X’ e acabou.

Seja ABC'D um quadrilatero inscrito em um circulo w, tal que existe um ponto P sobre o prolongamento de AC
tal que as retas PB e PD sao tangentes a w. A reta tangente a w que passa por C corta a reta PD em @) e a
reta AD em R. Seja E o segundo ponto de intersecao de AQ e w. Prove que B, E e R sao colineares.

Solugdo. J& temos BD e C'D como polares de P e @), o que nos dé os quadrilateros harmoénicos ABCD e ACED.
Vamos completar uma quadrupla harmonica: sejam 7' e X a interse¢do da tangente a w por A e de AB com CR:




Com isso, (T,C; X, R) = —1. Além disso, AC é a polar de T. Como P pertence a essa polar, T pertence & polar
de P, que é BD.

Sendo E' # B a intersecdo BR e w, projetando (T,C; X, R) em w por B obtemos (D,C; A, E') = —1. Isso
combinado com (D, C; A, E) = —1 prova que E' = E, o que acaba o problema.



