The 17" Romanian Master of Mathematics Competition

Dia 1: 25 de fevereiro de 2026, Bucareste
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Problema 1. Seja n um inteiro positivo. Alice desenha um tridngulo de
area 1 no quadro. Em seguida, ela desenha triangulos adicionais realizando
n operagoes em sequéncia. Em cada operacao, ela escolhe um triangulo
desenhado A que nao contenha pontos marcados em seu interior, marca um
ponto P em seu interior e desenha trés triangulos menores ligando P a cada
vértice de A por meio de um segmento.

Apoés a realizacao dessas n operagoes, Bob escolhe trés triangulos dis-
tintos desenhados Aj, Ay e Az que nao contenham pontos marcados em
seus interiores de modo que As compartilha um lado com A e outro com
As. Em funcado de n, determine a maior constante ¢ para a qual Bob pode
garantir em sua escolha que a soma das areas de A1, As e Ag é pelo menos c,
independentemente das escolhas de Alice.

Problema 2. Seja p > 11 um primo. Suponha que, se a e b sdo inteiros
tais que 1 < a < b < p — 3, entdo b! — a! ndo é divisivel por p. Prove que
p — 5 é divisivel por 8.

Problema 3. Seja S um subconjunto finito de R3. Prove que existem trés
polinémios P(z,y, z), Q(x,y,z) e R(z,y,z) com coeficientes reais tais que
uma tripla de nimeros reais (a, b, ¢) pertence a S se, e somente se, o sistema
de equacoes

P(z,y,2) = a,
Q(UC,% Z) = ba
R(z,y,2) = ¢,

nao possui solugao com z, y e z reais.

Duragao: 4 horas e 30 minutos
Cada problema vale 7 pontos
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Problema 4. Para m inteiro positivo, seja ¢(m) o numero de inteiros
positivos menores ou iguais a m e coprimos com m. Defina ¢o(m) = m
e, para cada inteiro positivo k, pr(m) = ¢(vr—1(m)). Para n > 3 inteiro,
prove que

@o(2" = 3) - p1(2" = 3) - p2(2" = 3) - ... - (2" = 3)

possui no maximo n divisores primos distintos.

Problema 5. Seja ABC' um tridangulo com AB < AC e O o seu circun-
centro. Seja XY ZT um paralelogramo no interior do triangulo ABC' tal
que

LAXB =/AZC, LAZB = LZAXC,

LAY B = /ATC, /ATB = /AYC.

Prove que as diagonais XZ e YT do paralelogramo se intersectam na cir-
cunferéncia circunscrita a BOC.

Problema 6. Seja k£ > 1 um inteiro, e seja S o conjunto de todas as

(k + 1)-uplas de inteiros X = (z1,...,25+1) taisque 1 <z < -+ < xp41 <
k? + 1. Se ¢ é uma permutacdo dos ntmeros 1,2,...,k% + 1, dizemos que
um elemento X de S é o-legal se a sequéncia o(x1),0(x2),...,0(xks1) €
mondétona.

Se X = (z1,...,Tk11) é um elemento de S, prove que
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se, e somente se, existe uma permutagao o para a qual X é a unica (k + 1)-
upla o-legal em S.

Duragao: 4 horas e 30 minutos
Cada problema vale 7 pontos



