482 OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Fase Unica - Nivel 1 (6° ou 7° ano)

Olimplada
Brasileira de
Matematica

1. O retangulo abaixo foi dividido em 6 retangulos de mesma 4rea. Qual é o perimetro do retangulo
destacado, em cm ?

15 em

48 em

2. Um ntimero inteiro positivo n é dito impressionante quando a soma dos algarismos do produto
2026 - n é igual a n. Por exemplo, 26 é impressionante, pois 2026 - 26 = 52676 e a soma dos algarismos
desse resultado é5+2+6+7 + 6 = 26.

(@) Qual é o menor ntimero inteiro positivo impressionante?

(b) Agora vamos buscar o maior niimero impressionante n. Com algumas contas pode-se provar que
n é menor ou igual a 54. Vocé nao precisa provar isto nesta prova. Veja que 2026 - 54 = 109404.
Qual é o maior valor da soma dos algarismos de um ntimero menor ou igual a 109404?

(c) Qual é o maior nimero inteiro positivo impressionante?

3. Em um campeonato de futebol com 2026 times, cada time joga exatamente uma vez contra cada
um dos outros. Em cada partida, o vencedor ganha 3 pontos e o perdedor ndo ganha pontos; em
caso de empate, cada um dos dois times ganha 1 ponto. Ao final do campeonato, todos os times
terminaram com a mesma pontuacao P.

(a) Mostre que o namero de partidas que terminaram com um vencedor é um mdltiplo de 2026.

(b) Determine os valores minimo e méximo de P. Lembre-se de justificar esses valores e de mostrar
como seriam os resultados dos jogos para esses valores poderem ser atingidos.
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4. Nesse problema vamos estudar um jogo para um jogador. Nesse jogo hd um tabuleiro 3 X 3
inicialmente vazio e cada turno é composto por duas ou trés etapas, com excegdo do tltimo turno,
que s6 tem uma etapa. Antes do ultimo turno, as duas primeiras sempre acontecem e a terceira
depende dos ntimeros no tabuleiro. As etapas sdo descritas a seguir.

e Insercao: O jogador escolhe uma casa vazia do tabuleiro e insere nela uma peca de valor 2.

e Deslizamento: O jogador escolhe uma direcdo (T, ], <, —). Todas as pegas deslizam simulta-
neamente, 0 maximo possivel, nessa direcao.

e Fusdo: Durante o deslizamento, se duas pegas com o mesmo niimero colidirem, elas se fundem
em uma Unica pega com valor igual a soma de ambas (com prioridade de fusdo na borda de
destino). Uma peca resultante de uma fusdo ndo pode se fundir novamente no mesmo turno
de sua criacdo.

Se a insergdo preencher a nona casa e uma ou mais dire¢des ainda produzirem uma fusao, o jogador
deve escolher uma dessas direc¢des e realizar o deslizamento. Caso contrério, se nenhuma das quatro
dire¢des produzir uma fusdo, o jogo termina imediatamente apds essa insergao e esse é o turno final.

Notagao: Para registrar as jogadas de forma simplificada, vamos adotar as notag¢des B(x, y), C(x, y),
E(x, y) ou D(x, y), em que a letra indica o sentido do deslizamento (C = Cima, B = Baixo, E = Esquerda,
D = Direita) e o par (x, y) indica a posi¢do (linha, coluna) onde a pega com o niimero 2 foi inserida. A
dltima jogada é denotada por I(x, y).

Exemplo: Se, em dado momento, o tabuleiro possui cinco pecas, como mostrado abaixo, e o jogador

faz ajogada D(1,2) (insere o nimero 2 na linha 1, coluna 2 e, em seguida, desliza para a direita) e, em
seguida, joga E(1,1) e E(1, 3), nessa ordem, ele obtém os seguintes tabuleiros.

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1] 2 4 1 44 11218 1121812
D(1,2) E(1,1) E(1,3)
o222 ——=> 24| —502[24 — 5024
3 3 3 3

Observe que, ap6s a jogada D(1, 2), na linha 2 ocorre uma tinica fusdo, sendo esta entre os 2 das casas
(2,2) e (2,3), devido a prioridade de fusdo na borda de destino, que, nesse caso, é a borda da direita.

(a) Se o objetivo do jogador for finalizar o jogo preenchendo as 9 casas e obtendo a menor soma
possivel de todas as pecas no tabuleiro, qual serd essa soma? Apresente uma configuragdo final
com essa soma e explique como fazer uma sequéncia de jogadas para obter essa configuragao.

(b) Se o objetivo do jogador for obter a maior soma possivel de todas as pecas no tabuleiro, qual sera
essa soma? Apresente uma configuragao final com essa soma e justifique sua resposta.

5. Pedro gosta de inventar operagdes matemdticas com niimeros inteiros escritos na lousa. Sua
dltima invencgdo foi a seguinte operagdo: escolher dois niimeros a e b (que podem ser iguais, mas em
posi¢des diferentes da lousa), com a par, apaga-los e escrever o niimero 5 + b. Por exemplo, se temos
na lousa os ntimeros 6, 6 e 31, podemos fazer a = 6 e b = 6 e escrever g +6 =9. Como ficamos com 9
e 31, ambos impares, ndo podemos mais fazer opera¢des. Por outro lado, poderiamos fazer primeiro
a=6eb=31echegarem § + 31 = 34. Agora temos 6 e 34 e podemos fazer a = 6 e b = 34 para obter
g + 34 = 37. Ficaria apenas o namero 37 na lousa.

(a) Suponha que Pedro comega com os 101 nameros 1, 2, 3, ..., 100 e 204 escritos na lousa e faz a
operacgdo até restar apenas um ntimero. Prove que esse nimero nao pode ser nem 1 e nem 2.

(b) Novamente, suponha que Pedro comega com os 101 ntmeros 1, 2, 3, ..., 100 e 204. Prove que
existe uma sequéncia de opera¢des que Pedro pode usar para deixar apenas o nimero 4 escrito
na lousa.

(c) Suponha que Pedro comega com os 100 ntimeros 1, 2, 3, ..., 99 e 100. Prove que é possivel Pedro
fazer a operagdo algumas vezes até deixar apenas um nimero N na lousa.

(d) Nas condig¢des do item anterior, qual é o menor valor possivel para esse nimero final N?



