482 OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Fase Unica — Nivel 3 (Ensino Médio)
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1. Seja ABC um triangulo tal que ZBAC = 60° e AB < AC. Sejam O e I o circuncentro e o incentro do
triangulo ABC, respectivamente, e seja T o ortocentro do triangulo BIC.

a) Prove que os quatro pontos B, C, O e I pertencem a uma mesma circunferéncia.
b) Prove que as retas BC, Ol e AT possuem um ponto em comum.

Observagdo: o incentro de um tridngulo é o encontro das bissetrizes de seus dngulos internos, o circuncentro
de um tridngulo é o encontro das mediatrizes de seus lados e o ortocentro de um tridngulo é o encontro das suas
alturas.

2. Seja p um nimero primo impar. Determine o menor inteiro positivo k tal que existe um inteiro
positivo n de modo que, quando os ntimeros (y), (), .- -, (;) sdo divididos por p, cada um dos restos
0,1,...,p — 1 aparece pelo menos uma vez.

Observagdo: Para inteiros ndo negativos a e b, definimos
(a) o sea<b
b —b!(;ib)! sea>b’

3. Para cada permutagdo a = (a1,a2,a3,...,a2026) de (1,2,3,...,2026), considere os ntimeros a seguir:

aq +2ap + 3az + - - - + 2025a5005 + 202645026,
ap +2a3 + 3ag + - - - + 2025a50p¢ + 202644,

axme + 2111 + 3(12 + -0+ 2025&2024 + 2026&2025.

Defina f(a) como a quantidade de niimeros distintos entre as 2026 somas acima. Qual o menor valor
possivel para f(a) quando a varia sobre todas as permutagdes de (1,2, 3, ...,2026)?
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4. Para n inteiro positivo, defina

fo) =] Vo + 13| = | Vi3 .

Prove que existem infinitos inteiros positivos n tais que f(n + 1) < f(n).

Observagio: para um niimero real x, define-se | x| como o maior inteiro que é menor ou igual a x. Por exemplo,

[V = 1= 1, [V = e[ v =3

5. Em um tabuleiro 100 X 100, ha 50 casas previamente numeradas da seguinte forma:

50

Esmeralda deseja escrever niimeros inteiros positivos em algumas das casas vazias. Ela quer que o
q q
preenchimento final do tabuleiro satisfaga a seguinte propriedade:

“ndo hd duas casas que compartilham um lado e possuem niimeros distintos escritos”.

Além das 50 casas ja preenchidas, qual é o maior nimero de casas que Esmeralda pode preencher
satisfazendo essa regra?

6. Seja ABC um triangulo acutangulo. Seja M o ponto médio do lado BC e sejam D e E pontos nos
lados AB e AC, respectivamente, de modo que MD = ME. A reta perpendicular por D a AB intersecta
a reta perpendicular por E a AC em P. Sejam R e S as reflexdes de P por AB e AC, respectivamente.
As retas BR e CS se intersectam em Q. Sejam K e L as proje¢des ortogonais de Q em AB e AC,
respectivamente. Prove que DL = EK.



